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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäëàãàåìûé âàøåìó âíèìàíèþ ñáîðíèê çàäà÷ îõâàòûâàåò òðà-
äèöèîííûé êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè â îáú¼ìå ïåðâîãî òðèìåñòðà
åñòåñòâåííîíàó÷íûõ ôàêóëüòåòîâ ÏÃÍÈÓ. Êàæäûé ïàðàãðàô ñáîð-
íèêà íà÷èíàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîãî òåîðåòè÷åñêîãî ìèíèìóìà, âêëþ-
÷àþùåãî âàæíåéøèå îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû è ôîðìóëû. Òåîðåòè-
÷åñêèé ìàòåðèàë ñîïðîâîæäàåòñÿ èëëþñòðàöèÿìè è ìíîãî÷èñëåí-
íûìè ïðàêòè÷åñêèìè ïðèìåðàìè. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû ñîñðåäî-
òî÷åí îáøèðíûé ìàññèâ çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòó-
äåíòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìåííî èç ýòîé ÷àñòè ïðåïîäàâàòåëü
áóäåò ïðåäëàãàòü çàäà÷è äëÿ äîìàøíèõ çàäàíèé. Ê ïîäàâëÿþùåìó
áîëüøèíñòâó çàäà÷ ñáîðíèêà ïðèâåäåíû îòâåòû.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ õèìè÷å-
ñêîãî, áèîëîãè÷åñêîãî, ãåîãðàôè÷åñêîãî è äðóãèõ åñòåñòâåííîíàó÷-
íûõ ôàêóëüòåòîâ âóçîâ.
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1. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

1.1. Îïðåäåëèòåëè è èõ ñâîéñòâà.

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé

Îïðåäåëèòåëè

Îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ∆n, çàïèñûâàå-
ìîå â âèäå êâàäðàòíîé òàáëèöû∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.1)

è âû÷èñëÿåìîå ñîãëàñíî óêàçàííîìó íèæå ïðàâèëó ïî çàäàííûì
÷èñëàì aij (i, j = 1, n), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè îïðåäåëè-
òåëÿ (âñåãî èõ n2). Èíäåêñ i óêàçûâàåò íîìåð ñòðîêè, à j �íîìåð
ñòîëáöà êâàäðàòíîé òàáëèöû (1.1), íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõî-
äèòñÿ ýëåìåíò aij . Ëþáóþ ñòðîêó èëè ñòîëáåö ýòîé òàáëèöû áóäåì
íàçûâàòü ðÿäîì.

Ãëàâíîé äèàãîíàëüþ îïðåäåëèòåëÿ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ýëå-
ìåíòîâ a11, a22, . . . , ann.

Âñÿêîå ðàñïîëîæåíèå ÷èñåë 1, 2, . . . , n â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå
íàçûâàþò ïåðåñòàíîâêîé èç n ÷èñåë. Ãîâîðÿò, ÷òî äâà ÷èñëà αi è
αj â ïåðåñòàíîâêå α1, α2, . . . , αn îáðàçóþò èíâåðñèþ, åñëè áîëüøåå
èç íèõ ïðåäøåñòâóåò ìåíüøåìó.

Çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆n íàõîäèòñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà
÷ëåíîâ âèäà

a1α1a2α2 . . . anαn . (1.2)

Ýòè ÷ëåíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæ-
äîãî ñòîëáöà òàáëèöû (1.1). Åñëè ñîìíîæèòåëè â ïðîèçâåäåíèè (1.2)
óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ ñòðîê, òî îíî áåð¼òñÿ
ñî çíàêîì (−1)σ, ãäå σ�÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå âòîðûõ èí-
äåêñîâ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìîå ïðî-
èçâåäåíèå.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ÷èñåë ðàâíî n!, òî îïðåäå-
ëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà ñîñòîèò èç n! ñëàãàåìûõ, ïðè÷¼ì ïîëîâèíà èç
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íèõ, ò. å. n!/2, âõîäèò â îïðåäåëèòåëü ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿, à ïîëîâè-
íà � ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿.

Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-
ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îí ðàâåí ñàìîìó ýëåìåíòó:

∆1 =
∣∣a11

∣∣ = a11.

Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëó÷àåì ôîðìóëó

∆2 =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21,

êîòîðóþ ëåãêî çàïîìíèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:∣∣∣∣• •• •
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣• ◦
◦ •

∣∣∣∣− ∣∣∣∣◦ •
• ◦

∣∣∣∣ .
Òàê, íàïðèìåð,∣∣∣∣2 −3

5 6

∣∣∣∣ = 2 · 6− 5 · (−3) = 12− (−15) = 27.

Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà òàêæå íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32 −

− a13 · a22 · a31 − a12 · a21 · a33 − a11 · a23 · a32.

Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ýòîé ôîðìóëû óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì
òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðîå ñõåìàòè÷íî çàïèñûâàåòñÿ òàê:∣∣∣∣∣∣

• • •
• • •
• • •

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
• ◦ ◦
◦ • ◦
◦ ◦ •

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
◦ • ◦
◦ ◦ •
• ◦ ◦

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
◦ ◦ •
• ◦ ◦
◦ • ◦

∣∣∣∣∣∣−
−

∣∣∣∣∣∣
◦ ◦ •
◦ • ◦
• ◦ ◦

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
◦ • ◦
• ◦ ◦
◦ ◦ •

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
• ◦ ◦
◦ ◦ •
◦ • ◦

∣∣∣∣∣∣ .
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Íàïðèìåð,∣∣∣∣∣∣
5 −2 1
3 1 −4
6 0 −3

∣∣∣∣∣∣ = 5 · 1 · (−3) + (−2) · (−4) · 6 + 3 · 0 · 1−

− 6 · 1 · 1− 3 · (−2) · (−3)− 0 · (−4) · 5 =

− 15 + 48− 6− 18 = 48− 39 = 9.

Ïðè âûïèñûâàíèè ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðå-
òüåãî ïîðÿäêà ïîñòóïàþò è òàêèì îáðàçîì. Ê îïðåäåëèòåëþ ïðè-
ïèñûâàþò ñïðàâà åãî ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáöû. Çàòåì çàïèñûâàþò
íóæíóþ ôîðìóëó, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîñòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèÿ èç òð¼õ
ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà îäíîé äèàãîíàëè, è ïðèïèñûâàÿ çíàêè ýòèì
ïðîèçâåäåíèÿì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

− − − + + +

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà íåïîñðåä-
ñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó íåîáõî-
äèìî ñíà÷àëà èçó÷èòü ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, à çàòåì âûðàáîòàòü
ìåòîäû èõ âû÷èñëåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé:
1) çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ íå ìåíÿåòñÿ ïîñëå çàìåíû âñåõ åãî

ñòðîê ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîëáöàìè, è íàîáîðîò.
Ñëåäñòâèå. Èç ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò, ÷òî â îïðåäåëèòåëå ñòðî-

êè è ñòîëáöû ðàâíîïðàâíû, ò. å. âñÿêîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî
ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ âåðíî è äëÿ åãî ñòîëáöîâ, è íàîáîðîò;

2) åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîãî-ëèáî ðÿäà îïðåäåëèòåëÿ ðàâíû íó-
ëþ, òî îïðåäåëèòåëü òàêæå ðàâåí íóëþ;

3) åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ïàðàëëåëüíûõ ðÿäà îïðåäåëèòåëÿ,
òî îí èçìåíèò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé;

4) îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ïàðàëëåëüíûìè ðÿäàìè
ðàâåí íóëþ;
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5) åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîãî-ëèáî ðÿäà óìíîæèòü íà îäíî è òî
æå ÷èñëî, òî îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà ýòî æå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå. Îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ ðÿäà îïðåäåëèòåëÿ ìîæ-
íî âûíåñòè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ;

6) îïðåäåëèòåëü, ó êîòîðîãî ýëåìåíòû äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ðÿäîâ
ñîîòâåòñòâåííî ïðîïîðöèîíàëüíû, ðàâåí íóëþ;

7) åñëè êàæäûé ýëåìåíò êàêîãî-ëèáî ðÿäà îïðåäåëèòåëÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ, òî òàêîé îïðåäåëèòåëü ðàâåí
ñóììå äâóõ îïðåäåëèòåëåé, â ïåðâîì èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé
ðÿä ñîñòîèò èç ïåðâûõ ñëàãàåìûõ, à âî âòîðîì� èç âòîðûõ ñëàãàå-
ìûõ;

8) îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè êî âñåì ýëåìåíòàì êàêîãî-
ëèáî åãî ðÿäà ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîãî ïàðàë-
ëåëüíîãî ðÿäà, óìíîæåííûå íà îäíî è òî æå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî;

9) åñëè êàêîé-ëèáî ðÿä îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé äðóãèõ åãî ïàðàëëåëüíûõ ðÿäîâ, òî ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ.

Ìèíîðû è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Òåîðåìà
Ëàïëàñà

Ïóñòü äàí îïðåäåëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà. Âûäåëèì â í¼ì ïðîèç-
âîëüíî k ñòðîê è k ñòîëáöîâ. Îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç ýëå-
ìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèÿõ âûäåëåííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ,
íàçûâàþò ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëèòåëÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìèíî-
ðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ.

Åñëè â îïðåäåëèòåëå n-ãî ïîðÿäêà âûäåëèòü k ñòðîê è k ñòîëá-
öîâ è èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà èõ ïåðåñå÷åíèè, ñîñòàâèòü ìèíîð
M k-ãî ïîðÿäêà, çàòåì âû÷åðêíóòü âûäåëåííûå k ñòðîê è k ñòîëá-
öîâ, òî èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ ìîæíî ñîñòàâèòü îïðåäåëèòåëüM ′

(n− k)-ãî ïîðÿäêà. Ýòîò îïðåäåëèòåëü íàçûâàþò äîïîëíèòåëüíûì
ìèíîðîì ê ìèíîðó M .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìèíîðM ′ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ê ìèíî-
ðóM , òî è, íàîáîðîò, ìèíîðM ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ê ìèíîðó
M ′. Äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð ýëåìåíòà aij îáîçíà÷àþò M ′ij . Àëãåá-
ðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ìèíîðà M íàçûâàþò åãî äîïîëíèòåëüíûé
ìèíîð M ′, âçÿòûé ñî çíàêîì (−1)sM , ò. å. (−1)sM M ′, ãäå sM � ñóì-
ìà íîìåðîâ âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ ðàñïîëàãàåòñÿ ìèíîð
M . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ Aij ýëåìåíòà aij
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ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà

Aij = (−1)i+jM ′ij . (1.3)

Íàïðèìåð, â îïðåäåëèòåëå∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 0

∣∣∣∣∣∣
äîïîëíèòåëüíûì ìèíîðîì M ′21 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåí-
íûé èç ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ, îñòàâøèõñÿ ïîñëå âû÷¼ðêèâàíèÿ
âòîðîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà:∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 0

∣∣∣∣∣∣ .
Òàêèì îáðàçîì,

M ′21 =

∣∣∣∣2 3
8 0

∣∣∣∣ = 2 · 0− 8 · 3 = −24;

ñîîòâåòñòâåííî, àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì A21 áóäåò ÷èñëî

A21 = (−1)2+1 ·M ′21 = (−1)3 · (−24) = 24.

Òåîðåìà 1.1 (Ëàïëàñà). Ïóñòü â îïðåäåëèòåëå ∆n n-ãî ïîðÿä-
êà ïðîèçâîëüíî âûáðàíû k ñòðîê (èëè k ñòîëáöîâ),
1 6 k 6 n − 1. Òîãäà ñóììà ïðîèçâåäåíèé âñåõ ìèíîðîâ k-ãî ïî-
ðÿäêà, ðàñïîëîæåííûõ â âûáðàííûõ ñòðîêàõ (ñòîëáöàõ), íà èõ àë-
ãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ðàâíà îïðåäåëèòåëþ ∆n.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â òåîðåìå Ëàïëàñà âûáðàòü k = 1, òî ïîëó÷èì,
÷òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ ëþáîé
åãî ñòðîêè (ñòîëáöà) íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ, ò. å.

∆n = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin, (1.4)

∆n = a1j A1j + a2j A2j + · · ·+ anj Anj . (1.5)

Ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ â âèäå (1.4) è (1.5) íàçûâàþòñÿ ðàç-
ëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå è ñòîëáöó ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå (ñòîëáöå) âñå ýëåìåíòû,
êðîìå îäíîãî, íóëè, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî íå
ðàâíîãî íóëþ ýëåìåíòà íà åãî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëÿ.
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Òåîðåìà 1.2 (î ôàëüøèâîì ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ). Ñóì-
ìà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäå-
ëèòåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåí-
òîâ äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ðàâíà íóëþ, ò. å.

ai1Ak1 + ai2Ak2 + · · ·+ ainAkn = 0, i 6= k;

a1j A1k + a2j A2k + · · ·+ anj Ank = 0, j 6= k.

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé

1. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (ñòîëáöó)

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
4 7 −2
3 −1 5
5 0 7

∣∣∣∣∣∣ .
I Äàííûé îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñëèòü ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà òðåóãîëüíèêîâ, íî ìû ðåøèì åãî ðàçëî-
æåíèåì ïî ïåðâîé ñòðîêå:

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
4 7 −2
3 −1 5
5 0 7

∣∣∣∣∣∣ =

= 4 ·(−1)1+1 ·
∣∣∣∣−1 5

0 7

∣∣∣∣+7 ·(−1)1+2 ·
∣∣∣∣3 5
5 7

∣∣∣∣+(−2) ·(−1)1+3 ·
∣∣∣∣3 −1
5 0

∣∣∣∣ =

= 4 · (−1 · 7− 0 · 5)− 7 · (3 · 7− 5 · 5) + (−2) · (3 · 0− 5 · (−1)) =

= 4 · (−7)− 7 · (−4)− 2 · 5 = −10. J

Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïî ëþáîé ñòðîêå
(ñòîëáöó), íî ïðåäïî÷òèòåëüíåå âûáèðàòü ñòðîêè (ñòîëáöû), ñîäåð-
æàùèå íóëè. Ïðè÷¼ì ðàçëîæåíèå òåì ïðîùå, ÷åì áîëüøå íóëåé â
âûáðàííîé ñòðîêå (ñòîëáöå).
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Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2 0

0 4 1 −2
1 −3 −1 0
5 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
I Äàííûé îïðåäåëèòåëü ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ðàçëîæèì ïî ÷åò-

â¼ðòîé ñòðîêå, ñîäåðæàùåé äâà íóëåâûõ ýëåìåíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ áó-
äóò ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ñëàãàåìûå,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì íóëåâûì ýëåìåíòàì, ìîæíî íå âûïèñûâàòü:

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2 0

0 4 1 −2
1 −3 −1 0
5 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 5 · (−1)4+1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
4 1 −2
−3 −1 0

∣∣∣∣∣∣+ 4 · (−1)4+4 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 1 2

0 4 1
1 −3 −1

∣∣∣∣∣∣ =

= −5 · (−2) · (−1)2+3 ·
∣∣∣∣ 1 2
−3 −1

∣∣∣∣+

+ 4 ·
(
−1 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣ 4 1
−3 −1

∣∣∣∣+ 1 · (−1)3+1 ·
∣∣∣∣1 2
4 1

∣∣∣∣) =

= −10 · (−1− (−6)) + 4 · (−(−4− (−3)) + (1− 8)) = −74.

Çäåñü ïåðâûé îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàçëîæåí ïî òðåòüå-
ìó ñòîëáöó, à âòîðîé îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà � ïî ïåðâîìó
ñòîëáöó. J

2. Ìåòîä ýôôåêòèâíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà. Ðàçëîæåíèå
îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó ïîçâîëÿåò ñâîäèòü âû÷èñëå-
íèå îïðåäåëèòåëåé áîëüøèõ ïîðÿäêîâ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëåé
ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ, íî ñ êàæäûì ïîíèæåíèåì ïîðÿäêà êîëè÷åñòâî
îïðåäåëèòåëåé âîçðàñòàåò, ïðè÷¼ì î÷åíü áûñòðî. Â ñâÿçè ñ ýòèì
öåëåñîîáðàçíî, ïðåäâàðÿÿ ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ, ïðåîáðàçîâû-
âàòü åãî òàê, ÷òîáû â êàêîé-òî ñòðîêå èëè ñòîëáöå âñå ýëåìåíòû,
êðîìå îäíîãî, ðàâíÿëèñü íóëþ. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 3 2
2 6 4 5
4 10 9 7
2 9 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
I Ñíà÷àëà ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ìèíóñ åäèíèöó, ïðè-

áàâèì êî âòîðîé ñòðîêå. Çàòåì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ìè-
íóñ äâà, ïðèáàâèì ê òðåòüåé ñòðîêå. È íàêîíåö, ïåðâóþ ñòðîêó,
óìíîæåííóþ íà ìèíóñ åäèíèöó, ïðèáàâèì ê ÷åòâ¼ðòîé ñòðîêå. Ïî-
ëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü, ó êîòîðîãî ïåðâûé ñòîëáåö áóäåò èìåòü
ëèøü îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ðàçëîæèì ïî ýòîìó ñòîëáöó. Â ðå-
çóëüòàòå ïðèä¼ì ê ñëåäóþùåé öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 3 2
2 6 4 5
4 10 9 7
2 9 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
←−
−1

+

←−−−−−

−2

+

←−−−−−−−−−

−1

+

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 3 2
0 2 1 3
0 2 3 3
0 5 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
2 3 3
5 1 7

∣∣∣∣∣∣ .
Ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü â ýòîé öåïî÷êå ìîæíî óæå âû÷èñëèòü íåïî-
ñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå òðåóãîëüíèêîâ äëÿ îïðåäåëèòåëåé òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Îäíàêî áóäåò ïðîùå, åñëè åãî ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàòü, âû-
÷òÿ èç âòîðîé ñòðîêè ïåðâóþ, à çàòåì ðàçëîæèòü ïî âòîðîé ñòðîêå.
Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðîäîëæåíèå öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

2 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
2 3 3
5 1 7

∣∣∣∣∣∣←−
−1

+ = 2 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
0 2 0
5 1 7

∣∣∣∣∣∣ =

= 2 · 2 · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣2 3
5 7

∣∣∣∣ = 4 · (14− 15) = −4.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé îïðåäåëèòåëü ðàâåí −4. J

3. Ïðèâåäåíèå îïðåäåëèòåëÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Îïðå-
äåëèòåëü, ó êîòîðîãî âñå ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ âûøå èëè íèæå
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ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì òðå-
óãîëüíîãî âèäà. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ åãî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïðèâåäåíèå ëþáî-
ãî îïðåäåëèòåëÿ ∆n ê òðåóãîëüíîìó âèäó âñåãäà âîçìîæíî.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 7 2
1 2 3 4
−2 −3 3 2

1 3 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
I Ïðèâåä¼ì îïðåäåëèòåëü ê òðåóãîëüíîìó âèäó:

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 7 2
1 2 3 4
−2 −3 3 2

1 3 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
←−
←−

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
3 5 7 2
−2 −3 3 2

1 3 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
←−
−3

+

←−−−−−

2

+

←−−−−−−−−

−1

+

=

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −1 −2 −10
0 1 9 10
0 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣←−
1

+

←−−−−

1

+

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −1 −2 −10
0 0 7 0
0 0 0 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −(1 · (−1) · 7 · (−10)) = −70. J

Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà:

1.1.
1 2

3 4
. 1.2.

7 4

−14 −8
. 1.3.

1 −3

5 8
.

1.4.
x xy

1 y
. 1.5.

cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ
. 1.6.

tgϕ 1

−1 tgϕ
.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ïðàâèëó
òðåóãîëüíèêîâ:

1.7.

−1 3 2

2 8 1

1 1 2

. 1.8.

1 2 3

−5 1 1

2 −1 4

. 1.9.

3 4 −5

8 7 −2

2 −1 8

.
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Âû÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòó aij :

1.10.

−2 −3 0

1 −1 2

3 −1 5

i = 1, j = 2

. 1.11.

2 1 1 8

1 −3 −6 9

0 2 2 −5

1 4 6 0

i = 3, j = 1

.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ðàçëîæåíèåì ïî ñòðîêå (ñòîëáöó):

1.12.

1 2 1

0 −2 3

3 1 1

. 1.13.

1 0 −3

0 2 7

1 2 4

. 1.14.

2 4 −1 2

−1 2 3 1

2 5 1 4

1 2 0 3

.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ìåòîäîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà:

1.15.

15 325 15 323 37 527

23 735 23 735 17 417

23 737 23 737 17 418

. 1.16.

30 −10 120 80

−5 3 −34 −23

1 1 3 −7

−9 2 8 −15

.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ìåòîäîì ïðèâåäåíèÿ èõ ê òðåóãîëüíîìó
âèäó:

1.17.

2 3 4 5

2 6 4 3

4 9 13 7

6 3 7 2

. 1.18.

5 8 7 4 −2

−1 4 2 3 1

9 27 6 10 −9

3 9 6 2 −3

1 3 2 8 −1

.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

1.19.

1 1 1

1 2 3

1 3 6

. 1.20.

1 1 1

4 5 9

16 25 81

. 1.21.

2 1 5 1

3 2 1 2

1 2 3 −4

1 1 5 1

.

1.22.

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

. 1.23.

3 2 2 2

9 −8 5 10

5 −8 5 8

6 −5 4 7

.
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1.2. Ìàòðèöû è îïåðàöèè íàä íèìè.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ðàíã ìàòðèöû

Ìàòðèöû

Ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç m × n ýëåìåíòîâ aij
(i = 1,m, j = 1, n) íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé è
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 èëè A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 . (1.6)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû íóìåðóþòñÿ äâóìÿ èíäåêñàìè. Ïåðâûé èí-
äåêñ i ýëåìåíòà aij îáîçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè, à âòîðîé j �íîìåð
ñòîëáöà, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ýòîò ýëåìåíò â ìàòðè-
öå. Ìàòðèöû îáû÷íî îáîçíà÷àþò ïðîïèñíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî
àëôàâèòà: A, B, C, . . . Åñëè ó ìàòðèöû m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, òî ïî
îïðåäåëåíèþ îíà èìååò ðàçìåðíîñòüm×n. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè
ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Am×n. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ
÷èñëîâîé, åñëè å¼ ýëåìåíòû aij �÷èñëà; ôóíêöèîíàëüíîé, åñëè aij �
ôóíêöèè.

Ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî ñòîëáöà, íà-
çûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöåé-ñòðîêîé è ìàòðèöåé-ñòîëáöîì.
Èõ òàêæå íàçûâàþò âåêòîð-ñòðîêîé è âåêòîð-ñòîëáöîì. Ìàòðè-
öà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ÷èñëà, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ýòèì ÷èñëîì.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ëþáîå ÷èñëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó
ðàçìåðà 1× 1.

Åñëè ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó n å¼ ñòîëáöîâ, òî ìàò-
ðèöó íàçûâàþò êâàäðàòíîé ïîðÿäêà n (n-ãî ïîðÿäêà). Ýëåìåíòû
êâàäðàòíîé ìàòðèöû, ó êîòîðûõ íîìåð ñòðîêè ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòîëáöà, íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè è îáðàçóþò ãëàâíóþ äèà-
ãîíàëü ìàòðèöû.

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ýëå-
ìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè, íàçûâàþò äèàãîíàëüíûìè. Äèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè îäèíàêî-
âûå, íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé. ×àñòíûì ñëó÷àåì ñêàëÿðíûõ ìàòðèö
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ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

E =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 .
Íóëåâîé íàçûâàþò ìàòðèöó (ëþáîãî ðàçìåðà), âñå ýëåìåíòû êîòî-
ðîé ðàâíû íóëþ, è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì 0.

Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó íàçûâàþò òðåóãîëüíîé, åñëè âñå å¼ ýëå-
ìåíòû, ñòîÿùèå âûøå (íèæå) ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ. Ïðè
ýòîì ìàòðèöó âèäà

R =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · ann


íàçûâàþò ïðàâîé (èëè âåðõíåé) òðåóãîëüíîé, à ìàòðèöó

L =


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


� ëåâîé (èëè íèæíåé) òðåóãîëüíîé.

Òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû A íàçûâàþò îïåðàöèþ, ïðè êîòî-
ðîé â ìàòðèöå ñòðîêè çàìåíÿþò íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû. Ïî-
ëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè ìàòðèöó íàçûâàþò òðàíñïî-
íèðîâàííîé ê ìàòðèöå A è îáîçíà÷àþò ÷åðåç AT . Åñëè A�ìàòðèöà
ðàçìåðà m× n, òî AT �ìàòðèöà ðàçìåðà n×m.

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû

A =

[
2 3 0
1 5 6

]
òðàíñïîíèðîâàííîé áóäåò ìàòðèöà

AT =

2 1
3 5
0 6

 .
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Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A = (aij) (i, j = 1, n) íàçûâàþò ñèììåò-
ðè÷íîé, åñëè â íåé ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû, ò. å. åñëè aij = aji (i, j = 1, n).
Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, è òîëüêî äëÿ íèõ, âåðíî òîæäåñòâî
AT = A.

Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A = (aij) (i, j = 1, n) íàçûâàþò êîñî-
ñèììåòðè÷íîé, åñëè â íåé ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, ò. å. åñëè aij = −aji (i, j = 1, n).
Äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, è òîëüêî äëÿ íèõ, âåðíî òîæäåñòâî
AT = −A. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

Ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå A ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
îïðåäåëèòåëü (îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A), êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ |A|
èëè detA. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè
å¼ îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ, ò. å. |A| 6= 0. Â ñëó÷àå êîãäà |A| = 0,
ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé.

Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

1. Ðàâåíñòâî ìàòðèö. Ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij) íàçûâà-
þòñÿ ðàâíûìè, åñëè âñå èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ðàâíû, ò. å.
åñëè aij = bij (i = 1,m, j = 1, n). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíûìè ìîãóò
áûòü òîëüêî ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.

2. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû
Am×n = (aij) íà ÷èñëî λ íàçûâàþò ìàòðèöó Bm×n = (bij) òîé æå
ðàçìåðíîñòè, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì bij = λ · aij
(i = 1,m, j = 1, n) ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è ÷èñëà
λ.

Íàïðèìåð, ïóñòü

A =

[
3 0
7 −1

]
, λ = −2.

Òîãäà

λ ·A =

[
−2 · 3 −2 · 0
−2 · 7 −2 · (−1)

]
=

[
−6 0
−14 2

]
.

3. Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ìàòðèö. Ñóììîé (ðàçíîñòüþ)
ìàòðèö Am×n = (aij) è Bm×n = (bij) îäèíàêîâîãî ðàçìåðà íàçû-
âàþò ìàòðèöó Cm×n = (cij) òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé
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ðàâíû ñóììàì cij = aij + bij (ðàçíîñòÿì cij = aij − bij) (i = 1,m,
j = 1, n) ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B.

Íàïðèìåð, ïóñòü

A =

[
2 3 0
1 5 6

]
, B =

[
0 1 4
2 5 1

]
.

Òîãäà

A+B =

[
2 + 0 3 + 1 0 + 4
1 + 2 5 + 5 6 + 1

]
=

[
2 4 4
3 10 7

]
,

A−B =

[
2− 0 3− 1 0− 4
1− 2 5− 5 6− 1

]
=

[
2 2 −4
−1 0 5

]
.

4. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö Am×n = (aij)
è Bn×p = (bij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Cm×p = (cij), ýëåìåíòû êîòîðîé
ðàâíû cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj (i = 1,m, j = 1, p). Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå AB ñóùåñòâóåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ïåðâûé ìíîæèòåëü A èìååò ÷èñëî ñòîëáöîâ, ðàâíîå ÷èñëó
ñòðîê âòîðîãî ìíîæèòåëÿ B. Äàëåå, ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû AB ðàâ-
íî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû A, à ÷èñëî ñòîëáöîâ � ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû B. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ AB íå ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå ïðîèçâåäåíèÿ BA. Â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî,
BA 6= AB. Åñëè AB = BA, òî ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ïåðå-
ñòàíîâî÷íûìè (èëè êîììóòèðóþùèìè). Îòìåòèì åù¼ îäíî îòëè-
÷èòåëüíîå ñâîéñòâî óìíîæåíèÿ ìàòðèö: ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåíóëå-
âûõ ìàòðèö ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíûì íóëåâîé ìàòðèöå.

Ïðèìåð 1. Íàéòè AB è BA, åñëè

A =

[
1 0 2
3 1 0

]
, B =

2 0
0 1
3 0

 .
I Èìååì

AB =

[
1 0 2
3 1 0

]2 0
0 1
3 0

 =

=

[
1 · 2 + 0 · 0 + 2 · 3 1 · 0 + 0 · 1 + 2 · 0
3 · 2 + 1 · 0 + 0 · 3 3 · 0 + 1 · 1 + 0 · 0

]
=

[
8 0
6 1

]
,

18



BA =

2 0
0 1
3 0

[1 0 2
3 1 0

]
=

=

2 · 1 + 0 · 3 2 · 0 + 0 · 1 2 · 2 + 0 · 0
0 · 1 + 1 · 3 0 · 0 + 1 · 1 0 · 2 + 1 · 0
3 · 1 + 0 · 3 3 · 0 + 0 · 1 3 · 2 + 0 · 0

 =

2 0 4
3 1 0
3 0 6

 .
Êàê âèäèì, ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðàç-

íûõ ðàçìåðîâ: AB 6= BA. J

Ïðèìåð 2. Íàéòè AB è BA, åñëè

A =

[
3 5
1 2

]
, B =

[
1 −5
−2 2

]
.

I Èìååì

AB =

[
3 5
1 2

] [
1 −5
−2 2

]
=

=

[
3 · 1 + 5 · (−1) 3 · (−5) + 5 · 2
1 · 1 + 2 · (−1) 1 · (−5) + 2 · 2

]
=

[
−2 −5
−1 −1

]
,

BA =

[
1 −5
−2 2

] [
3 5
1 2

]
=

=

[
1 · 3 + (−5) · 1 1 · 5 + (−5) · 2
(−1) · 3 + 2 · 1 (−1) · 5 + 2 · 2

]
=

[
−2 −5
−1 −1

]
.

Èòàê, AB = BA. J

Ïðèìåð 3. Íàéòè AB è BA, åñëè

A =

[
1 3
2 6

]
, B =

[
3 6
−1 −2

]
.

I Èìååì

AB =

[
1 3
2 6

] [
3 6
−1 −2

]
=

=

[
1 · 3 + 3 · (−1) 1 · 6 + 3 · (−2)
2 · 3 + 6 · (−1) 2 · 6 + 6 · (−2)

]
=

[
0 0
0 0

]
,
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BA =

[
3 6
−1 −2

] [
1 3
2 6

]
=

=

[
3 · 1 + 6 · 2 3 · 3 + 6 · 6

(−1) · 1 + (−2) · 2 (−1) · 3 + (−2) · 6

]
=

[
15 45
−5 −15

]
.

Èòàê, AB 6= BA. J

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ìàòðèöàìè

Ëþáóþ ñòðîêó èëè ñòîëáåö ìàòðèöû áóäåì íàçûâàòü ðÿäîì.
Ïîä ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ìàòðèöåé ïîíèìà-

þò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
1) ïåðåñòàíîâêó äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ðÿäîâ ìàòðèöû ìåñòàìè;
2) óìíîæåíèå ëþáîãî ðÿäà ìàòðèöû íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ;
3) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó ðÿäó ìàòðèöû äðóãîãî å¼ ïàðàëëåëü-

íîãî ðÿäà, óìíîæåííîãî íà ëþáîå ÷èñëî.
Äâå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà ìàòðèöà

ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ýêâèâàëåíòíîñòü ìàòðèö A è B îáîçíà÷àåòñÿ A ∼ B.

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëþáóþ ìàòðèöó ìîæ-
íî ïðèâåñòè ê âèäó, êîãäà êàæäûé å¼ ðÿä áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç
íóëåé èëè èç íóëåé è îäíîé åäèíèöû. Â ÷àñòíîñòè, íåâûðîæäåííóþ
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé.

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
1. Â ïåðâîì ñòîëáöå âûáðàòü ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò íóëÿ (âå-

äóùèé ýëåìåíò). Ñòðîêó ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì (âåäóùàÿ ñòðîêà)
ïîñòàâèòü íà ìåñòî ïåðâîé ñòðîêè. Åñëè â ïåðâîì ñòîëáöå íåò âå-
äóùåãî, òî èñêëþ÷àåì ýòîò ñòîëáåö è ïðîäîëæàåì ïîèñê âåäóùåãî
ýëåìåíòà â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàòðèöû. Ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêàí÷èâà-
þòñÿ, åñëè èñêëþ÷åíû âñå ñòîëáöû èëè â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàòðè-
öû âñå ýëåìåíòû íóëåâûå.

2. Ðàçäåëèòü âñå ýëåìåíòû âåäóùåé ñòðîêè íà âåäóùèé ýëåìåíò.
Åñëè âåäóùàÿ ñòðîêà ïîñëåäíÿÿ, òî íà ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò
çàêîí÷èòü.

3. Ê êàæäîé ñòðîêå, ðàñïîëîæåííîé íèæå âåäóùåé, ïðèáàâèòü
âåäóùóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ ñîîòâåòñòâåííî íà òàêîå ÷èñëî, ÷òî-
áû ýëåìåíòû, ñòîÿùèå ïîä âåäóùèì, îêàçàëèñü ðàâíûìè íóëþ.

4. Èñêëþ÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ ñòðîêó è ñòîëáåö, íà ïåðåñå÷åíèè
êîòîðûõ ñòîèò âåäóùèé ýëåìåíò, ïåðåéòè ê ïóíêòó 1, â êîòîðîì âñå
îïèñàííûå äåéñòâèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàòðèöû.

20



Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A n-ãî ïîðÿäêà. Êâàäðàòíóþ
ìàòðèöó A−1 òîãî æå ïîðÿäêà íàçûâàþò îáðàòíîé ê ìàòðèöå A,
åñëè

AA−1 = A−1A = E,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ îáðàò-

íîé ê ìàòðèöå A−1, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöû A è A−1

âçàèìíî îáðàòíû. Åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå A,
òî òàêàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà A èìåëà îáðàòíóþ
ìàòðèöó A−1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A áûëà
íåâûðîæäåííîé. Ïðè ýòîì ìàòðèöà A−1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A−1 =
1

|A|


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann

 , (1.7)

ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

Ìàòðèöà

A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann

 ,
ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ Aij ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû A, íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèí¼ííîé (èëè ñîþçíîé) ìàò-
ðèöåé ê ìàòðèöå A. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû A∗ ýëåìåíòû ìàòðèöû A íóæíî çàìåíèòü
èõ àëãåáðàè÷åñêèìè äîïîëíåíèÿìè, à çàòåì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó
òðàíñïîíèðîâàòü.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.
1. Ìåòîä ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû.Ôîðìóëà (1.7) ïîçâîëÿ-

åò íàõîäèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó. Îíà óäîáíà â ñëó÷àå ìàòðèö íåáîëü-
øèõ ðàçìåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà îáðàòíàÿ
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ìàòðèöà íàõîäèòñÿ ïî ýòîé ôîðìóëå ïðàêòè÷åñêè áåç âû÷èñëåíèé:[
a b
c d

]−1

=
1

a d− b c

[
d −b
−c a

]
.

Ïðèìåð 4. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

A =

1 2 0
3 2 1
0 1 2

 .
I Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
3 2 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)1+1 · 1 ·
∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣+ (−1)1+2 · 2 ·
∣∣∣∣3 1
0 2

∣∣∣∣+ (−1)1+3 · 0 ·
∣∣∣∣3 2
0 1

∣∣∣∣ =

= 1 · (2 · 2− 1 · 1) + (−1) · 2 · (3 · 2− 1 · 0) + 0 = 3− 12 + 0 = −9

îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ. ×òîáû å¼
íàéòè, ñíà÷àëà âû÷èñëèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 = (−1)1+1 ·
∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3, A12 = (−1)1+2 ·
∣∣∣∣3 1
0 2

∣∣∣∣ = −6,

A13 = (−1)1+3 ·
∣∣∣∣3 2
0 1

∣∣∣∣ = 3, A21 = (−1)2+1 ·
∣∣∣∣2 0
1 2

∣∣∣∣ = −4,

A22 = (−1)2+2 ·
∣∣∣∣1 0
0 2

∣∣∣∣ = 2, A23 = (−1)2+3 ·
∣∣∣∣1 2
0 1

∣∣∣∣ = −1,

A31 = (−1)3+1 ·
∣∣∣∣2 0
2 1

∣∣∣∣ = 2, A32 = (−1)3+2 ·
∣∣∣∣1 0
3 1

∣∣∣∣ = −1,

A33 = (−1)3+3 ·
∣∣∣∣1 2
3 2

∣∣∣∣ = −4.

Òåïåðü ïî ôîðìóëå (1.7) çàïèøåì îáðàòíóþ ìàòðèöó

A−1 =
1

−9
·

 3 −4 2
−6 2 −1

3 −1 −4

 =

 −1�3
4�9 −2�9

2�3 −2�9
1�9

−1�3
1�9

4�9

 . J
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2. Ìåòîä Æîðäàíà�Ãàóññà. Äëÿ ìàòðèö áîëüøèõ ðàçìåðîâ
îòûñêàíèå îáðàòíîé ìàòðèöû óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ìàòðèöàìè. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Âûïèñûâàþò ñîñòàâíóþ ìàòðèöó [A|E] è âûïîëíÿþò
íàä ñòðîêàìè ýòîé ìàòðèöû (ò. å. îäíîâðåìåííî è â ìàòðèöå A, è
â ìàòðèöå E) òå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò
ìàòðèöó A ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Â ðåçóëüòàòå íà ìåñòå åäèíè÷íîé
ìàòðèöû E îêàæåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1.

Ïðèìåð 5. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

A =

1 1 1
1 2 −1
2 2 4

 .
I Çàïèøåì ñîñòàâíóþ ìàòðèöó [A|E] è ïðåîáðàçóåì å¼ ñ ïîìî-

ùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì
Ãàóññà�Æîðäàíà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

[A|E] =

1 1 1
1 2 −1
2 2 4

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

←−−1

+

←−−−−−

−2

+

∼

∼

1 1 1
0 1 −2
0 0 2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
−2 0 1

←−
1

+ ∼

1 1 1
0 1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−3 1 1
−2 0 1


| : 2

∼

∼

1 1 1
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−3 1 1
−1 0 1�2

←−
−1

+

∼

∼

1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
2 0 −1�2

−3 1 1
−1 0 1�2

←−−1

+

∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
5 −1 −3�2

−3 1 1
−1 0 1�2

 .
Èç ïîëó÷åííîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî

A−1 =

 5 −1 −3�2

−3 1 1
−1 0 1�2

 . J
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Ðàíã ìàòðèöû

Ïîíÿòèå ìèíîðà, ââåä¼ííîå äëÿ îïðåäåëèòåëåé, áåç èçìåíåíèé
ïåðåíîñèòñÿ íà ìàòðèöû.

Ðàíãîì íåíóëåâîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê
íåíóëåâûõ ìèíîðîâ ýòîé ìàòðèöû. Ðàíã íóëåâîé ìàòðèöû ïî îïðå-
äåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Îáû÷íî ðàíã ìàòðèöû A îáîçíà-
÷àåòñÿ rangA.

Áàçèñíûì ìèíîðîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ âñÿêèé îòëè÷íûé îò
íóëÿ ìèíîð, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí ðàíãó äàííîé ìàòðèöû.

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàíãà ìàòðèöû:
1) ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû å¼ ðàíã íå ìåíÿåòñÿ;
2) åñëè âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû íóëåâîé ðÿä, ðàíã ìàòðèöû íå

èçìåíèòñÿ;
3) ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèÿõ ìàòðèöû.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû.
1. Ìåòîä îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ.ÌèíîðMk+1 ïîðÿäêà k+1

íàçûâàåòñÿ îêàéìëÿþùèì ìèíîð Mk ïîðÿäêà k, åñëè Mk ïîëó÷à-
åòñÿ èç Mk+1 âû÷¼ðêèâàíèåì îäíîé ñòðîêè è îäíîãî ñòîëáöà. Â
ìåòîäå îêàéìëåíèÿ íàõîäÿò êàêîé-ëèáî ìèíîð ïåðâîãî èëè âòîðîãî
ïîðÿäêà, îòëè÷íûé îò íóëÿ, è âû÷èñëÿþò îêàéìëÿþùèå åãî ìèíîðû
ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà. Åñëè ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ,
òî äàëåå îêàéìëÿþò åãî. Ïóñòü óæå íàéäåí òàêèì îáðàçîì ìèíîð r-
ãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûé îò íóëÿ, òîãäà âû÷èñëÿþò åãî îêàéìëÿþùèå
ìèíîðû (r + 1)-ãî ïîðÿäêà. Åñëè âñå îíè îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ
èëè òàêèõ ìèíîðîâ âîîáùå íåò, òî ðàíã ìàòðèöû ðàâåí r.

Ïðèìåð 6. Ìåòîäîì îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ âû÷èñëèòü ðàíã
ìàòðèöû

A =

1 3 3 4
0 0 1 2
2 6 1 −2

 .
I Èìååì M2 =

∣∣∣∣3 3
0 1

∣∣∣∣ = 3 6= 0. Äëÿ M2 îêàéìëÿþùèìè áóäóò

òîëüêî äâà ìèíîðà:

M
(1)
3 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 3
0 0 1
2 6 1

∣∣∣∣∣∣ , M
(2)
3 =

∣∣∣∣∣∣
3 3 4
0 1 2
6 1 −2

∣∣∣∣∣∣ ,
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êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó rangA = 2, à óêàçàííûé
ìèíîð M2 ìîæåò áûòü ïðèíÿò çà áàçèñíûé. J

2. Ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. ×òîáû âû÷èñ-
ëèòü ðàíã ìàòðèöû, öåëåñîîáðàçíî óïðîñòèòü ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàñòîëüêî, ÷òî çàêëþ÷åíèå î ðàíãå
ìàòðèöû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 7. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âû÷èñ-
ëèòü ðàíã ìàòðèöû

A =

2 −1 5 6
1 1 3 5
1 −5 1 −3

 .
I Âûïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì öåïî÷êó

ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö:

A =

2 −1 5 6
1 1 3 5
1 −5 1 −3

←−←− ∼
1 1 3 5

2 −1 5 6
1 −5 1 −3

←−−2

+

←−−−−−

−1

+

∼

∼

1 1 3 5
0 −3 −1 −4
0 −6 −2 −8


←−
−2

+

∼

1 1 3 5
0 −3 −1 −4
0 0 0 0

 .
Ðàíã ïîñëåäíåé ìàòðèöû ýòîé öåïî÷êè ðàâåí äâóì (îòëè÷åí îò íóëÿ
ìèíîð, ðàñïîëîæåííûé íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ äâóõ ñòðîê è ïåðâûõ
äâóõ ñòîëáöîâ; âñå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ). Ñëåäî-
âàòåëüíî, rangA = 2. J

Óïðàæíåíèÿ

Íàéòè ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çàäàííûõ ìàòðèö:

1.24. 2A+ 3B, A =

[
1 2 3

0 1 −1

]
, B =

[
2 3 0

2 1 1

]
.

1.25. B − 2AT , A =

[
−4 5 1

2 −3 8

]
, B =

−7 4

10 −5

3 16

.
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1.26. 5A− 3BT , A =

 1 −2 0

3 5 1

−1 2 4

, B =

 5 1 −2

−3 2 7

4 0 −1

.
1.27. 3AT −B, A =

4 1 3

0 −1 2

2 1 −1

, B =

1 −1 3

2 1 0

1 1 −1

.
1.28. 3A+ 4B, A =

 7 −2 3 −4

0 2 1 −1

−5 3 2 0

, B =

2 −1 −3 1

7 −1 0 4

8 −2 1 5

.
1.29. 4A− 7B, A =

1 −2 5 3

2 0 −3 1

5 −1 0 4

, B =

 0 2 7 −5

−8 1 3 0

4 2 −2 5

.
Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA (åñëè îíè ñóùåñòâóþò):

1.30. A =

[
1 2

3 4

]
, B =

[
0 −1

1 2

]
.

1.31. A =

[
1 2

3 4

]
, B =

 1 3

−2 2

−1 0

.

1.32. A =
[
1 −2 3 0

]
, B =


5

−3

−4

1

.

1.33. A =

[
2 0 3

−1 2 1

]
, B =

 4

−3

5

.
1.34. A =

[
3 5 −1

2 −2 0

]
, B =

 2 4

−3 0

5 1

.
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1.35. A =
[
1 −1 2 3

]
, B =


1 2

3 6

5 −1

1 −3

.

1.36. A =

−2 3 1

5 4 0

2 −1 −5

, B =

1 −2 −3

0 −3 1

4 −4 5

.

1.37. A =


1 −1 1

2 0 1

5 7 1

1 4 3

, B =

5 −1 2 1

2 2 0 1

1 −1 5 4

.
Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (AB)C è A(BC):

1.38. A =

[
1 −1

−1 1

]
, B =

[
2 0

−3 1

]
, C =

[
3 −1

2 3

]
.

1.39. A =

3 1

5 −6

7 −8

, B =

[
2 −1

3 4

]
, C =

[
5 14

−2 −30

]
.

1.40. A =

[
4 2 9 −7

8 3 11 0

]
, B =


4

3

−2

8

, C =
[
−1 9 3 6

]
.

1.41. A =


−5 0 3

4 1 −1

2 −3 2

1 5 3

, B =

 3 0

−2 1

4 3

, C =

[
−2

3

]
.

Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó ìåòîäîì ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû:

1.42. A =

[
1 2

3 4

]
. 1.43. A =

 1 1 1

−2 −1 −2

2 3 3

.
1.44. A =

3 1 −5

1 2 4

3 2 −1

. 1.45. A =

3 2 1

2 3 1

2 1 3

.
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Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó ìåòîäîì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

1.46. A =

1 1 1

1 2 1

1 1 2

. 1.47. A =

1 2 3

2 6 4

3 10 8

.

1.48. A =


0 0 1 1

0 3 1 −7

2 7 6 1

1 2 2 1

. 1.49. A =


1 2 −3 4

5 6 7 −2

−1 0 1 2

3 4 5 6

.
Íàéòè ðàíã ìàòðèöû ìåòîäîì îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ:

1.50.

2 3 −2 3

3 1 1 2

1 5 −5 4

. 1.51.


1 −3 1 13

3 1 −7 9

−1 2 0 −10

2 1 −5 5

.

1.52.


1 2 4 −3

3 5 6 −4

4 5 −2 −3

3 8 24 −19

. 1.53.


1 −1 5 −3 4

1 2 −7 0 7

2 −1 2 3 −11

1 0 1 −2 5

.
Íàéòè ðàíã ìàòðèöû ìåòîäîì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

1.54.

1 2 3 0

0 1 1 1

1 3 4 1

. 1.55.

1 2 −1 1 −3

3 −1 1 6 11

1 −1 −1 4 −3

.

1.56.


1 1 3 −7 1

2 −1 1 6 −4

−1 2 −1 −10 5

2 −1 2 5 −4

. 1.57.


1 0 0 1 4

0 1 0 2 5

0 0 1 3 6

1 2 3 14 32

4 5 6 32 77

.
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1.3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìîé m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(1.8)

ãäå aij , bi (i = 1,m, j = 1, n) � çàäàííûå ÷èñëà, à x1, . . . , xn �íåèç-
âåñòíûå âåëè÷èíû. ×èñëà aij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñèñòå-
ìû, à bi � ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè.

Ñèñòåìà (1.8) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå å¼ ñâîáîäíûå ÷ëå-
íû ðàâíû íóëþ. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë îòëè÷íî îò íóëÿ, òî
ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë c1, . . . , cn íàçûâàåòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ ÷èñåë â ñèñòåìó âìåñòî
íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn êàæäîå óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ
áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé, åñëè íå èìååò íè îäíîãî ðåøå-
íèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé, åñëè îíà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è íåîïðåäåë¼ííîé, åñëè èìååò áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ.

Âûðàæåíèÿ (ôîðìóëû), ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå x1, . . . , xn è
íåêîòîðûé íàáîð ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, èç êîòîðûõ ïðè ñî-
îòâåòñòâóþùåì âûáîðå çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ëþáîå êîíêðåòíîå ðàåøåíèå ñèñòåìû, íàçûâàþò îá-
ùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû, à ëþáîå êîíêðåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû�
å¼ ÷àñòíûì ðåøåíèåì. Äâå ñèñòåìû ñ îäíèìè è òåìè æå íåèçâåñò-
íûìè ýêâèâàëåíòíû (ðàâíîñèëüíû), åñëè êàæäîå ðåøåíèå îäíîé èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äðóãîé èëè îáå ñèñòåìû íåñîâìåñòíû.

Íàä óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü ñëåäó-
þùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1) ïåðåñòàíîâêó óðàâíåíèé;
2) óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ íà ÷èñëî, îò-

ëè÷íîå îò íóëÿ;
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3) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà
íåêîòîðîå ÷èñëî;

4) âû÷¼ðêèâàíèå óðàâíåíèé âèäà 0 · x1 + 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn = 0,
ò. å. òîæäåñòâ 0 = 0.

Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà ïðåîáðàçó-
åòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ.

Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû îáðàçóþò ìàòðèöó A = (aij) (i = 1,m,
j = 1, n), íàçûâàåìóþ îñíîâíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû, ñâîáîäíûå ÷ëå-
íû îáðàçóþò ñòîëáåö b = (b1, . . . , bm)T , íàçûâàåìûé ñòîëáöîì ñâî-
áîäíûõ ÷ëåíîâ, à íåèçâåñòíûå� ñòîëáåö x = (x1, . . . , xn)T , íàçûâà-
åìûé ñòîëáöîì íåèçâåñòíûõ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìà (1.8)
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Ax = b. (1.9)

Ýòî ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.9)
ñëåäóåò íà÷àòü ñ âîïðîñà î å¼ ñîâìåñòíîñòè. Äëÿ ýòîé öåëè ñîñòà-
âèì ìàòðèöó B, ïðèïèñàâ ê ìàòðèöå ñèñòåìû ñòîëáåö ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ: B = [A|b]. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
ñèñòåìû.

Òåîðåìà 1.4 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè). Ñèñòåìà ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû ñèñòåìû.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè óñòàíàâëèâàåò ñîâìåñòíîñòü ñè-
ñòåìû (1.8). Ïðè ýòîì âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:

1) åñëè rangA < rangB, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé (íåñîâ-
ìåñòíà);

2) åñëè rangA = rangB = r = n, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå (ñîâìåñòíà è îïðåäåëåííà);

3) åñëè rangA = rangB = r < n, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ñîâìåñòíà è íåîïðåäåëåííà), çàâèñÿùåå îò n−r
ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Èç òåîðåìû Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñè-
ñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, òàê êàê ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû [A|0],
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î÷åâèäíî, ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû A. Âïðî÷åì, ýòî âèäíî è íåïîñðåä-
ñòâåííî: îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà çàâåäîìî èìååò ðåøåíèå (0, . . . , 0)T ,
íàçûâàåìîå òðèâèàëüíûì. Äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà Ax = 0 ñ n íåèçâåñòíû-
ìè èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
rangA < n.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-
ëîì íåèçâåñòíûõ, ò. å. ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 1.6. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ñîâìåñòíà è èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 1.7. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû âûðîæäåíà.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1. Ìàòðè÷íûé ìåòîä. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.9), ó
êîòîðîé ìàòðèöà ñèñòåìû A êâàäðàòíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ. Â ñèëó
íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðè-
öà A−1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî âåêòîð

x = A−1b (1.10)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìàòðè÷íûì ìåòîäîì:2x1− 4x2 + x3 = 3,
x1− 5x2 + 3x3 =−1,
x1− x2 + x3 = 1.

I Èìååì:

A =

2 −4 1
1 −5 3
1 −1 1

 , b =

 3
−1

1

 , x =

x1

x2

x3

 .
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Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A.

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 −4 1
1 −5 3
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 ·
∣∣∣∣−5 3
−1 1

∣∣∣∣− (−4) ·
∣∣∣∣1 3
1 1

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣1 −5
1 −1

∣∣∣∣ =

= 2 · (−5− (−3)) + 4 · (1− 3) + 1 · (−1− (−5)) = −8 6= 0.

Òàê êàê |A| 6= 0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Íàéä¼ì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû.

A11 = (−1)1+1 ·
∣∣∣∣−5 3
−1 1

∣∣∣∣ = −2, A12 = (−1)1+2 ·
∣∣∣∣1 3
1 1

∣∣∣∣ = 2,

A13 = (−1)1+3 ·
∣∣∣∣1 −5
1 −1

∣∣∣∣ = 4, A21 = (−1)2+1 ·
∣∣∣∣−4 1
−1 1

∣∣∣∣ = 3,

A22 = (−1)2+2 ·
∣∣∣∣2 1
1 1

∣∣∣∣ = 1, A23 = (−1)2+3 ·
∣∣∣∣2 −4
1 −1

∣∣∣∣ = −2,

A31 = (−1)3+1 ·
∣∣∣∣−4 1
−5 3

∣∣∣∣ = −7, A32 = (−1)3+2 ·
∣∣∣∣2 1
1 3

∣∣∣∣ = −5,

A33 = (−1)3+3 ·
∣∣∣∣2 −4
1 −5

∣∣∣∣ = −6.

Çàïèøåì îáðàòíóþ ìàòðèöó.

A−1 = −1

8

−2 3 −7
2 1 −5
4 −2 −6

 .
Ïî ôîðìóëå (1.10) íàõîäèì

x = −1

8

−2 3 −7
2 1 −5
4 −2 −6

 3
−1

1

 = −1

8

−2 · 3 + 3 · (−1)− 7 · 1
2 · 3 + 1 · (−1)− 5 · 1
4 · 3− 2 · (−1)− 6 · 1

 =

= −1

8

−16
0
8

 =

 2
0
−1

 ,
ò. å. x1 = 2, x2 = 0, x3 = −1�ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû. J
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2. Ôîðìóëû Êðàìåðà. Åñëè ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.9)
êâàäðàòíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, òî âåðíû ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ:

xi =
∆i

∆
(i = 1, n), (1.11)

ãäå ∆ = detA, à ∆i ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëèòåëÿìè n-ãî ïîðÿäêà, êîòî-
ðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ∆ ïóò¼ì çàìåíû â í¼ì i-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðàìåðà, ðåøèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé  x1 + 2x2 + 3x3 = 6,

4x1 + 5x2 + 6x3 = 9,
7x1 + 8x2 =−6.

I Íàéä¼ì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû

∆ =
1 2 3
4 5 6
7 8 0

= 1 ·5 ·0 + 4 ·8 ·3 + 2 ·6 ·7−7 ·5 ·3−4 ·2 ·0−8 ·6 ·1 =

= 0 + 96 + 84− 105− 0− 48 = 27 6= 0.

Òàê êàê ∆ 6= 0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíèâ â ∆ ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû
ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì

∆1 =
6 2 3
9 5 6
−6 8 0

= 6·5·0+9·8·3+2·6·(−6)−(−6)·5·3−9·2·0−8·6·6 = −54,

∆2 =
1 6 3
4 9 6
7 −6 0

= 1·9·0+4·(−6)·3+6·6·7−7·9·3−4·6·0−(−6)·6·1 = 27,

∆3 =
1 2 6
4 5 9
7 8 −6

= 1·5·(−6)+4·8·6+2·9·7−7·5·6−4·2·(−6)−8·9·1 = 54.

Ïî ôîðìóëàì (1.11) ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

x1 =
∆1

∆
=
−54

27
= −2, x2 =

∆2

∆
=

27

27
= 1, x3 =

∆3

∆
=

54

27
= 2. J
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3. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèéÆîðäàíà�Ãàóñ-
ñà. Åñëè îñíîâíàÿ ìàòðèöà A ñèñòåìû (1.8) èìååò ðàíã r 6 n, òî
ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà B ýòîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê è ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ âñåãäà ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê âèäó

1 0 · · · 0 ã1r+1 · · · ã1n

0 1 · · · 0 ã2r+1 · · · ã2n

...
...

. . .
...

...
...

0 0 · · · 1 ãrr+1 · · · ãrn
0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b̃1
b̃2
...
b̃r
b̃r+1

...
b̃m


. (1.12)

Ìàòðèöà (1.12) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû

x1 + ã1r+1xr+1 + . . .+ ã1nxn = b̃1,

x2 + ã2r+1xr+1 + . . .+ ã2nxn = b̃2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr + ãrr+1xr+1 + . . .+ ãrnxn = b̃r,

0 = b̃r+1,
. . . . . . . . . . . .

0 = b̃m,

(1.13)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷è-
ñåë b̃r+1, . . . , b̃m îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ñèñòåìà (1.13) è, ñëåäîâàòåëüíî,
èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1.8) íåñîâìåñòíû. Åñëè æå b̃r+1 = · · · = b̃m = 0,
òî ñèñòåìà (1.8) ñîâìåñòíà, à èç ñèñòåìû (1.13) ëåãêî âûðàçèòü â
ÿâíîì âèäå áàçèñíûå íåèçâåñòíûå x1, . . . , xr ÷åðåç ñâîáîäíûå íåèç-
âåñòíûå xr+1, . . . , xn, ò. å. ðåøèòü ñèñòåìó (1.8).

Ïðèìåð 3. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèé
Æîðäàíà�Ãàóññà ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

2x1 + 3x2 + 11x3 + 5x4 = 2,
3x1 + 3x2 + 9x3 + 5x4 =−2,
2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 =−3,
x1 + x2 + 3x3 + 4x4 =−3.

I Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðèâåä¼ì å¼ ê
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êàíîíè÷åñêîìó âèäó:
2 3 11 5
3 3 9 5
2 1 3 2
1 1 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
−2
−3
−3


←−

←−

∼


1 1 3 4
3 3 9 5
2 1 3 2
2 3 11 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3
−2
−3

2

←−
−3

+

←−−−−−

−2

+

←−−−−−−−−−

−2

+

∼

∼


1 1 3 4
0 0 0 −7
0 −1 −3 −6
0 1 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3

7
3
8

←−
←−

∼


1 1 3 4
0 1 5 −3
0 −1 −3 −6
0 0 0 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3

8
3
7


←−
−1

+

←−−−−−
1

+

| : (−7)

∼

∼


1 0 −2 7
0 1 5 −3
0 0 2 −9
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−11

8
11
−1

| · 2 ∼


1 0 −2 7
0 2 10 −6
0 0 2 −9
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−11

16
11
−1

←−−5

+

←−−−−−

1

+

∼

∼


1 0 0 −2
0 2 0 39
0 0 2 −9
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0

−39
11
−1

←−
9

+

←−−−−

−39

+

←−−−−−−−−

2

+

∼


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2

0
2
−1

| : 2
| : 2

∼

∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2

0
1
−1

 .
Èòàê, ñèñòåìà ñîâìåñòíà, å¼ ðåøåíèå åäèíñòâåííî (r = 4 = n): x1 =
= −2, x2 = 0, x3 = 1, x4 = −1. J

Ïðèìåð 4. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèé
Æîðäàíà�Ãàóññà ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 1,
6x1− 3x2− 3x3− x4 = −9,
7x1− x2− x3 + 2x4 = −8,
3x1− 9x2− 9x3− 10x4 =−12.

I Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðèâåä¼ì å¼ ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

B =


1 2 2 3
6 −3 −3 −1
7 −1 −1 2
3 −9 −9 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
−9
−8
−12

←−
−6

+

←−−−−−

−7

+

←−−−−−−−−−

−3

+

∼
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∼


1 2 2 3
0 −15 −15 −19
0 −15 −15 −19
0 −15 −15 −19

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−15
−15
−15

←−−1

+

←−−−−−

−1

+

| : (−15) ∼

∼


1 2 2 3
0 1 1 19�15

0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
0
0


←−
−2

+

∼


1 0 0 7�15

0 1 1 19�15

0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

1
0
0

 .
Òàê êàê r = 2 < 4 = n, òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà è èìååò áåñ÷èñëåí-
íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ (n − r = 4 − 2 = 2)
ïàðàìåòðîâ.

Ïîñëåäíåé ìàòðèöå, ýêâèâàëåíòíîé äàííîé ìàòðèöå B, ñîîòâåò-
ñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé{

x1 + 7
15x4 =−1,

x2 +x3 + 19
15x4 = 1,

ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ íåèçâåñòíûõ áåð¼ì
x1 è x2, à x3 è x4 ïðèíèìàåì çà ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå (ïàðà-
ìåòðû). Òîãäà èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû èìååì x1 = −1 − 7

15x4, x2 =
= 1− x3 − 19

15x4. J

Ç à ì å ÷ à í è å. Çà áàçèñíûå íåèçâåñòíûå ìîæíî áûëî áû
ïðèíÿòü òàêæå x1, x3, èëè x1, x4, èëè x2, x4, íî íå x2, x3, òàê êàê
îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè x2, x3, ðàâåí
íóëþ, è ïîýòîìó x2 è x3 íåâîçìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç x1, x4.

Ïðèìåð 5. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèé
Æîðäàíà�Ãàóññà ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé x1 + x2− x3 =−4,

x1 + 2x2− 3x3 = 0,
2x1 + 2x3 =−3.

I Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðèâåä¼ì å¼ ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

B = [A|b] =

1 1 −1
1 2 −3
2 0 2

∣∣∣∣∣∣
−4

0
−3

←−−1

+

←−−−−−

−2

+

∼
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∼

1 1 −1
0 1 −2
0 −2 4

∣∣∣∣∣∣
−4

4
5

←−−1

+

←−−−−−
2

+

∼

1 0 1
0 1 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
−8

4
13

 .
Òàê êàê rangA = 2 6= 3 = rangB, òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (íå èìååò
ðåøåíèé). J

Ç à ì å ÷ à í è å. Â ñàìîì äåëå, ïîñëåäíåé ñòðîêå ïîëó÷åííîé
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå 0·x1+0·x2+0·x3 =
= 13, íå èìåþùåå ðåøåíèé.

Óïðàæíåíèÿ

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì:

1.58.

{
x1 − x2 = −4,

2x1 + x2 = −5.
1.59.


2x1 − x2 = −1,

x1 + 2x2 − x3 = −2,

x2 + x3 = −2.

1.60.


2x1 + x2 − x3 = 0,

3x2 + 4x3 = −6,

x1 + x3 = 1.

1.61.


2x1 − x2 + 5x3 = 4,

3x1 − x2 + 5x3 = 0,

5x1 + 2x2 + 13x3 = 2.

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðàìåðà:

1.62.


4x1 + 2x2 − x3 = 0,

x1 + 2x2 + x3 = 1,

x2 − x3 = −3.

1.63.


x1 + 2x2 + 3x3 = 6,

4x1 + 5x2 + 6x3 = 9,

7x1 + 8x2 = −6.

1.64.


x1 − 2x2 − x3 = −2,

2x1 − x2 = −1,

x2 + x3 = −2.

1.65.


2x1 + 3x2 + 8x4 = 0,

x2 − x3 + 3x4 = 0,

x3 + 2x4 = 1,

x1 + x4 = −24.

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Æîðäàíà�Ãàóññà:

1.66.


x1 − 4x2 + 3x3 = −22,

2x1 + 3x2 + 5x3 = 12,

3x1 − x2 − 2x3 = 0.

1.67.


x1 − 3x2 − 6x3 + 9x4 = 13,

2x1 + x2 + x3 + 8x4 = 39,

2x2 + 2x3 − 5x4 = −10,

x1 + 4x2 + 6x3 = 27.
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1.68.


3x1 − x2 + 2x3 = 2,

4x1 − 3x2 + 3x3 = 3,

x1 + 3x2 = 0,

5x1 + 3x3 = 3.

1.69.


2x1 + 7x2 + 6x3 + x4 = 42,

x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 15,

x2 + x3 − 7x4 = −2,

x3 − 20x4 = −18.

1.70.


3x1 + 4x2 − 5x3 + 4x4 = −10,

8x1 + 7x2 − 2x3 + 13x4 = −14,

2x1 − x2 + 8x3 + 9x4 = 3,

3x1 + 4x2 − 5x3 = −6.

1.71.



2x1 + 3x2 + 11x3 + 5x4 = 2,

x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1,

3x1 + 3x2 + 9x3 + 5x4 = −2,

2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = −3,

x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = −3.

1.72.


x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,

4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0.

1.73.


3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0,

5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 + 4x5 = 0,

4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 5x5 = 0,

7x1 + 10x2 + x3 + 6x4 + 5x5 = 0.
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2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

2.1. Îñíîâû âåêòîðíîé àëãåáðû

Âåêòîðû. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Ãåîìåòðè÷åñêèì âåêòîðîì, èëè ïðîñòî

A

B

��
��

��
��1−−→

AB

Q
Q

Q
Q
QQk
~a

Ðèñ. 2.1

âåêòîðîì, íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðå-
çîê. Åñëè íà÷àëî âåêòîðà íàõîäèòñÿ â òî÷-
êå A, à êîíåö � â òî÷êå B, òî âåêòîð îáî-
çíà÷àåòñÿ

−−→
AB. Åñëè æå íà÷àëî è êîíåö âåê-

òîðà íå óêàçûâàþòñÿ, òî åãî îáîçíà÷àþò
ñòðî÷íîé áóêâîé ëàòèíñêîãî àëôàâèòà ~a,
~b, ~c, . . . Íà ðèñóíêå âåêòîð èçîáðàæàåòñÿ
ñòðåëêîé (ðèñ. 2.1).

Âåêòîð, ó êîòîðîãî íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ íóëå-
âûì è îáîçíà÷àåòñÿ ~0. Åãî íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì.
Äðóãèìè ñëîâàìè, òàêîìó âåêòîðó ìîæíî ïðèïèñàòü ëþáîå íàïðàâ-
ëåíèå. Äëèíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó
åãî íà÷àëîì è êîíöîì. Çàïèñè |

−−→
AB| (èëè AB) è |~a| (èëè a) îáîçíà-

÷àþò ìîäóëè âåêòîðîâ
−−→
AB è ~a ñîîòâåòñòâåííî.

Âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì
âåêòîðîì. Åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ~a, íàçûâàåòñÿ îðòîì âåêòîðà ~a è îáîçíà-
÷àåòñÿ ~a0. Íàõîæäåíèå îðòà âåêòîðà ~a íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàíèåì
âåêòîðà ~a.

Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè îíè ïàðàëëåëüíû îä-
íîé ïðÿìîé, è êîìïëàíàðíûìè, åñëè îíè ïàðàëëåëüíû îäíîé ïëîñ-
êîñòè.

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè êîëëèíåàðíû, îäè-
íàêîâî íàïðàâëåíû è ðàâíû ïî äëèíå. Èç îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ìîæíî ïåðåíîñèòü ïàðàëëåëüíî ñåáå, íå íàðó-
øàÿ ðàâåíñòâà. Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè.

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè, åñëè
îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ.
Âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó ~a, îáîçíà÷àåòñÿ −~a; âåêòîð

−−→
BA

ïðîòèâîïîëîæåí âåêòîðó
−−→
AB.

Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~a1 è ~a2 ïëîñ-
êîñòè íàçûâàþò ïðàâîé (ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé), åñëè
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êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ~a1 ê ~a2 âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè (ðèñ. 2.2), è ëåâîé (îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé) � â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå (ðèñ. 2.3) (íà÷àëà âåêòîðîâ ñ÷èòàþòñÿ ñîâìåù¼ííû-
ìè).

O

�

-~a1

6~a2

O
? -~a2

6~a1

Ðèñ. 2.2 Ðèñ. 2.3

Óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ~a1, ~a2 è ~a3

ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ïðàâîé (ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé),
åñëè èç êîíöà âåêòîðà ~a3 êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ~a1 ê ~a2 âèäåí ñî-
âåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 2.4), è ëåâîé (îòðèöà-
òåëüíî îðèåíòèðîâàííîé) � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ðèñ. 2.5) (íà÷àëà
âåêòîðîâ ñ÷èòàþòñÿ ñîâìåù¼ííûìè).

�
�
�
�
��

�
�
�
�
��

O
I -~a1�
�
�
��~a2

6~a3

�
�
�
�
��

�
�
�
�
��

O
W -~a2�
�
�
��~a1

6~a3

Ðèñ. 2.4 Ðèñ. 2.5

Ê ëèíåéíûì îïåðàöèÿì íàä âåêòîðàìè îòíîñÿòñÿ: ñëîæåíèå âåê-
òîðîâ è óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.

Ñóììîé âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé ~a+~b,
èäóùèé èç íà÷àëà âåêòîðà ~a â êîíåö âåêòîðà ~b, åñëè íà÷àëî âåêòîðà
~b ñîâïàäàåò ñ êîíöîì âåêòîðà ~a (ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà, ðèñ. 2.6).
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò æå âåêòîð ~a+~b äëÿ íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~a
è ~b ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðî-
åííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b (ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà, ðèñ. 2.7). Ñóì-
ìîé âåêòîðîâ ~ai (i = 1, n) áóäåò âåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî íàõîäèòñÿ
â íà÷àëå ïåðâîãî âåêòîðà ~a1, à êîíåö � â êîíöå ïîñëåäíåãî âåêòîðà
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~an ëîìàíîé ëèíèè, ñîñòàâëåííîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëàãàåìûõ
âåêòîðîâ (ïðàâèëî çàìûêàíèÿ ëîìàíîé, ðèñ. 2.8).

�
�
�
��

~a

Q
Q
Q
Q
Q
Qs

~b

-

~a+~b

�
�
�
��

~a

Q
Q
Q
Q
Q
Qs~b

-~a+~b

�
�
���~a1
�
�
�3
~a2
@
@R~a3 �

�
��
~a4
B
B
B
B
B
BBN

~a5
-

~a1 + ~a2 + ~a3 + ~a4 + ~a5�
�
�
�

Q
Q
Q
Q
Q
Q

Ðèñ. 2.6 Ðèñ. 2.7 Ðèñ. 2.8

Ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~x, îáîçíà÷àåìûé
~a − ~b, òàêîé, ÷òî ~b + ~x = ~a. Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà ñëîæåíèÿ
íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~a è ~b ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü è ðàçíîñòü
~a−~b êàê äðóãóþ äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà.

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ~a íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáî-
çíà÷àåìûé λ~a, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí |λ| |~a|, à íàïðàâëåíèå ñîâïà-
äàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ~a, åñëè λ > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî åìó,
åñëè λ < 0. Îòìåòèì, ÷òî ~a = |~a| · ~a0, ò. å. êàæäûé âåêòîð ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ åãî ìîäóëÿ íà îðò.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) ~a+~b = ~b+ ~a (ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî);
2) (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c) (ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî);
3) ñóùåñòâóåò íóëåâîé âåêòîð ~0 òàêîé, ÷òî ~a+~0 = ~a äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà ~a (îñîáàÿ ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà);
4) äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ~a ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé åìó

âåêòîð −~a òàêîé, ÷òî ~a+ (−~a) = ~0;
5) α (~a +~b) = α~a + α~b (ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî ÷èñëîâîãî

ñîìíîæèòåëÿ îòíîñèòåëüíî ñóììû âåêòîðîâ);
6) (α+ β)~a = α~a+ β~a (ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî âåêòîðíîãî

ñîìíîæèòåëÿ îòíîñèòåëüíî ñóììû ÷èñåë);
7) α (β~a) = (αβ)~a (ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî ÷èñëîâûõ ñîìíîæè-

òåëåé).
Ýòè ñâîéñòâà èìåþò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå, èáî îíè ïîçâî-

ëÿþò ïðîèçâîäèòü âûêëàäêè â âåêòîðíîé àëãåáðå ïî òåì ïðàâèëàì,
ïî êîòîðûì ïðîèçâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè â îáû÷íîé àëãåá-
ðå.
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Ïðèìåð 1. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíî:
−−→
AB = ~a,

−→
AC = ~b, òî÷êà

M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Âûðàçèòü âåêòîð
−−→
AM ÷åðåç ~a è ~b.

I ×åðåç òî÷êó M ïðîâåä¼ì ïðÿ-

�
�
�
�
�7~a

-
~b

��
��

��
��1

A

B

C

MB1

C1

Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQ�

��

Ðèñ. 2.9

ìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàìAB èAC.
Ïîëó÷èì ïàðàëëåëîãðàìì AB1MC1

(ðèñ. 2.9), â êîòîðîìAM ÿâëÿåòñÿ äèà-
ãîíàëüþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

−−→
AM =

−−→
AB1+

+
−−→
AC1. Íî

−−→
AB1 = 1

2 ~a,
−−→
AC1 = 1

2
~b (B1M

è C1M � ñðåäíèå ëèíèè, ïîýòîìó
AB1 = BB1, AC1 = CC1). Ïîëó÷àåì−−→
AM = 1

2 ~a+ 1
2
~b = 1

2 (~a+~b). J

Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ñóììà âåêòîðîâ,
óìíîæåííûõ íà íåêîòîðûå ÷èñëà, ò. å. âûðàæåíèå âèäà

~b = λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λn~an, (2.1)

ãäå λ1, λ2, . . . , λn �ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà ~b
â âèäå (2.1) íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ~b ïî âåêòîðàì ~a1, ~a2,
. . . , ~an.

Åñëè äëÿ ñèñòåìû n âåêòîðîâ ~ai ðàâåíñòâî

λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λn~an = ~0 (2.2)

âåðíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âñå λi = 0, òî ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Åñëè æå ðàâåíñòâî (2.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
λi, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ñèñòåìà âåêòîðîâ
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé. Íàïðèìåð, ëþáûå êîëëèíåàðíûå
âåêòîðû, òðè êîìïëàíàðíûõ âåêòîðà, ÷åòûðå è áîëåå âåêòîðîâ â
òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà ~a è ~b êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îäèí èç íèõ åñòü ïðîèçâåäåíèå äðóãîãî íà íåêîòîðîå ÷èñëî,
ò. å. ~b = λ · ~a, ãäå λ�÷èñëî (ïðèçíàê êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ).

Òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà ~a, ~b è ~c êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ,
íàïðèìåð, ~c = λ1 · ~a + λ2 · ~b, ãäå λ1, λ2 �÷èñëà íå ðàâíûå íóëþ
îäíîâðåìåííî (ïðèçíàê êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ).

Ïðèìåð 2. Äàíû âåêòîðû ~a è ~b. Êîëëèíåàðíû ëè âåêòîðû
~c = ~a− 2

√
3 ·~b è ~d = −

√
3 · ~a+ 6 ·~b?
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I Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

~d = −
√

3 · ~a+ 6 ·~b = −
√

3 · (~a− 2
√

3 ·~b) = −
√

3 · ~c.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ âåêòîðû ~c è
~d êîëëèíåàðíû. J

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü. Êîîðäèíàòû âåêòîðà

Ïðÿìàÿ l ñ çàäàííûì íà íåé íàïðàâëåíèåì, ïðèíèìàåìûì çà
ïîëîæèòåëüíîå, íàçûâàåòñÿ îñüþ l.

Ïðîåêöèåé âåêòîðà ~a íà îñü l íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå
ïðl~a è ðàâíîå |~a| cosϕ, ãäå ϕ (0 6 ϕ 6 π) � óãîë ìåæäó ïîëîæè-
òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè l è íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ~a, ò. å. ïî
îïðåäåëåíèþ

ïðl~a = |~a| cosϕ. (2.3)

Ãåîìåòðè÷åñêè ïðîåêöèþ âåêòîðà ~a ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äëè-
íîé îòðåçêà MN , âçÿòîé ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè 0 6 ϕ 6 π/2, è ñî
çíàêîì ¾−¿, åñëè π/2 6 ϕ 6 π (ðèñ. 2.10). Ïðè ϕ = π/2 îòðåçîê
MN ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷êó è ïðl~a = 0.

XXXXXXXXXXXXXXXXzl

r
M r

N
�
�
�

ϕ��
��
�1~a

��
��
�1~a

Ðèñ. 2.10

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòå ÷èñëîâóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà ~a íà ïðÿ-
ìóþ, íàïðàâëåííóþ êàê âåêòîð ~b, åñëè äëèíà âåêòîðà ~a ðàâíà 8, à
óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b ðàâåí 60◦.

I Èòàê, èìååì |~a| = 8,
(
~̂a,~b
)

= 60◦. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå çíà-

÷åíèÿ â ôîðìóëó (2.3), ïîëó÷èì

ïð~b~a = 8 · cos 60◦ = 8 · 1

2
= 4. J
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Óïîðÿäî÷åííàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ÷åðåç
êîòîðóþ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ëþáîé âåêòîð, íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.
Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ âåêòî-
ðîâ íà ïðÿìîé, ëþáàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ � áàçèñîì
âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè, ëþáàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ �
áàçèñîì âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå.

Áàçèñ èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â èçó÷åíèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ñ åãî ïîìîùüþ âåêòîðû ìîæíî çàäàâàòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë,
à îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè ñâîäèòü ê îïåðàöèÿì íàä ÷èñëàìè.

Ïóñòü òðè âåêòîðà ~e1, ~e2, ~e3 îáðàçóþò áàçèñ òð¼õìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Òîãäà ëþáîé âåêòîð ~a ýòîãî ïðîñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ
âåêòîðîâ: ~a = a1 ~e1+a2 ~e2+a3 ~e3, ãäå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû a1, a2,
a3 íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~a â áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3. Áàçèñ
íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè åãî âåêòîðû âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó. Îáîçíà÷àþò òàêîé áàçèñ ~i,
~j, ~k.

Åñëè ~i, ~j, ~k� îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Oxyz, òî âåêòîð ~a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ~a = ax~i+
+ay~j+az ~k, ãäå êîîðäèíàòû ax, ay, az âåêòîðà ~a� ýòî åãî ïðîåêöèè
íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå îñè. Âåêòîð ~a ñ êîîðäèíàòàìè
ax, ay, az çàïèñûâàþò â âèäå ~a = (ax; ay; az).

Ïðèìåð 4. Âåêòîðû çàäàíû â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå~i, ~j,
~k êîîðäèíàòàìè: ~a = (2;−1; 8), ~e1 = (1; 2; 3), ~e2 = (1;−1;−2), ~e3 =
= (1;−6; 0). Óáåäèòüñÿ, ÷òî òðîéêà ~e1, ~e2, ~e3 îáðàçóåò áàçèñ, è íàéòè
êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a â ýòîì áàçèñå.

I Åñëè îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ ~e1,
~e2, ~e3, íå ðàâåí íóëþ, òî âåêòîðû ~e1, ~e2, ~e3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è,
ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò áàçèñ. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
1 −1 −2
1 −6 0

∣∣∣∣∣∣ = −18− 4 + 3− 12 = −31 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì òðîéêà ~e1, ~e2, ~e3 � áàçèñ.
Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a â áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3 ÷åðåç x1, x2,

x3. òîãäà ~a = (x1;x2;x3) = x1 ~e1 + x2 ~e2 + x2 ~e3. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
~a = 2~i−~j + 8~k, ~e1 =~i+ 2~j + 3~k, ~e2 =~i−~j − 2~k, ~e3 =~i− 6~j, òî èç
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ðàâåíñòâà ~a = x1 ~e1 + x2 ~e2 + x3 ~e3 ñëåäóåò, ÷òî

2~i−~j + 8~k =

= x1
~i+ 2x1

~j + 3x1
~k + x2

~i− x2
~j − 2x2

~k + x3
~i− 6x3

~j =

= (x1 + x2 + x3)~i+ (2x1 − x2 − 6x3)~j + (3x1 − 2x2)~k.

Êàê âèäíî, âåêòîð â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ðàâåí âåê-
òîðó â ïðàâîé åãî ÷àñòè, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà
èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ íà-
õîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ x1, x2, x3:x1 + x2 + x3 = 2,

2x1 − x2 − 6x3 = −1,
3x1 − 2x2 = 8.

Å¼ ðåøåíèå: x1 = 2, x2 = −1, x3 = 1. Èòàê, ~a = 2~e1 − ~e2 + ~e3 =
= (2;−1; 1). J

Äëèíà âåêòîðà ~a îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|~a| =
√
a2
x + a2

y + a2
z. (2.4)

Âåêòîð ~a îáðàçóåò ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox, Oy è Oz óãëû
α, β è γ ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ~a îïðåäåëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ: cosα, cosβ, cos γ, äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

cosα =
ax
|~a|
, cosβ =

ay
|~a|
, cos γ =

az
|~a|
. (2.5)

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðà ~a = (ax; ay; az) è ~b = (bx; by; bz). Òîãäà
1) âåêòîðû ~a è ~b ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ

ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû, ò. å.

~a = ~b ⇔

ax = bx,
ay = by,
az = bz;
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2) âåêòîðû ~a è ~b êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû, ò. å.

~a ‖ ~b ⇔ ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

;

3) ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èõ îäíîèì¼ííûå êîîðäèíàòû ñêëàäû-
âàþòñÿ, ïðè âû÷èòàíèè� âû÷èòàþòñÿ, ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà
÷èñëî � óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî, ò. å.

~a±~b = (ax ± bx; ay ± by; az ± bz),

λ · ~a = (λ · ax;λ · ay;λ · az).

Âåêòîð ~r =
−−→
OM , ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò ñ ïðîèçâîëü-

íîé òî÷êîé M(x; y; z) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì
òî÷êè M . Êîîðäèíàòû òî÷êè� ýòî êîîðäèíàòû å¼ ðàäèóñ-âåêòîðà
r = (x; y; z) èëè r = x ·~i + y · ~j + z · ~k. Åñëè âåêòîð ~a =

−−→
AB çàäàí

òî÷êàìè A(x1; y1; z1) è B(x2; y2; z2), òî åãî êîîðäèíàòû ax, ay, az
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì ax = x2 − x1, ay = y2 − y1, az = z2 − z1,
ò. å.

~a =
−−→
AB = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1). (2.6)

Ïðèìåð 5. Íàéòè äëèíó âåêòîðà ~a = 20~i + 30~j − 60~k è åãî
íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû.

I Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (2.4) è (2.5):

|~a| =
√

202 + 302 + (−60)2 = 10
√

22 + 32 + 62 = 10
√

49 = 70,

cosα =
20

70
=

2

7
, cosβ =

30

70
=

3

7
, cos γ =

−60

70
= −6

7
. J

Ïðèìåð 6. Íàéòè âåêòîð ~a =
−−→
AB, åñëè A(1; 3; 2) è B(5; 8;−1).

I Êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−→
AB íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (2.6). Â äàí-

íîì ñëó÷àå èìååì

−−→
AB = (5− 1)~i+ (8− 3)~j + (−1− 2)~k = 4~i+ 5~j − 3~k. J
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Ïðèìåð 7. Íîðìèðîâàòü âåêòîð ~a = 3~i+ 4~j − 12~k.
I Íàéä¼ì äëèíó âåêòîðà:

|~a| =
√

32 + 42 + (−12)2 =
√

9 + 16 + 144 =
√

169 = 13.

Èñêîìûé åäèíè÷íûé âåêòîð èìååò âèä

~a0 =
~a

|~a|
=

3~i+ 4~j − 12~k

13
=

3

13
~i+

4

13
~j − 12

13
~k. J

Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ äëèí ýòèõ
âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó íèìè:

~a ·~b = |~a| |~b| cosϕ. (2.7)

Ôîðìóëó (2.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~a ·~b = |~a| ïð~a~b = |~b| ïð~b~a.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) ~a ·~b = ~b · ~a (ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî);
2) ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c (ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî);
3) (λ~a) ·~b = ~a · (λ~b) = λ(~a ·~b) (ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî ïî îòíî-

øåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ìíîæèòåëþ);
4) ~a ·~b = 0, åñëè ~a = ~0, ëèáî ~b = ~0, ëèáî ~a ⊥ ~b (îðòîãîíàëüíîñòü

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ);
5) ~a · ~a = |~a|2, èëè ~a2 = |~a|2.
Ïóñòü âåêòîðû ~a è ~b çàäàíû ñâîèìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòà-

ìè: ~a = ax~i + ay~j + az ~k, ~b = bx~i + by~j + bz ~k. Òîãäà ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

~a ·~b = axbx + ayby + azbz. (2.8)

Ïðèìåð 8. Âåêòîðû ~a è ~b îáðàçóþò óãîë ϕ = 2
3π. Çíàÿ, ÷òî

|~a| = 10 è |~b| = 2, âû÷èñëèòü (~a+ 2~b) · (3~a−~b).
I Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(~a+ 2~b) · (3~a−~b) = 3~a2 + 5~a ·~b− 2~b2 =
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= 3 |~a|2 + 5 |~a| |~b| cosϕ− 2 |~b|2 =

= 3 · 100 + 5 · 10 · 2 · cos
2π

3
− 2 · 4 = 300− 50− 8 = 242. J

Ïðèìåð 9. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a = 3~i+
+ 4~j + 7~k è ~b = 2~i− 5~j + 2~k.

I Íàõîäèì

~a ·~b = 3 · 2 + 4 · (−5) + 7 · 2 = 6− 20 + 14 = 0.

Òàê êàê ~a ·~b = 0 è ~a 6= ~0, ~b 6= ~0, òî ~a ⊥ ~b. J

Ïðèìåð 10. Îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a =~i+2~j+3~k
è ~b = 6~i+ 4~j − 2~k.

I Òàê êàê ~a ·~b = |~a| |~b| cosϕ, òî cosϕ =
~a ·~b
|~a| |~b|

. Èìååì

~a ·~b = 1 · 6 + 2 · 4 + 3 · (−2) = 6 + 8− 6 = 8,

|~a| =
√

1 + 4 + 9 =
√

14, |~b| =
√

36 + 16 + 4 = 2
√

14.

Ñëåäîâàòåëüíî,

cosϕ =
8√

14 · 2
√

14
=

2

7
è ϕ = arccos

2

7
≈ 73◦24′. J

2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåê-
òîðà ~a íà âåêòîð ~b íàçûâàåòñÿ òðåòèé âåêòîð ~c, îïðåäåëÿåìûé ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

1) ìîäóëü âåêòîðà ~c ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äëèí âåêòîðîâ ~a è ~b íà
ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè;

2) âåêòîð ~c ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì ~a è ~b;
3) âåêòîð ~c íàïðàâëåí òàê, ÷òî óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà ~a, ~b, ~c�

ïðàâàÿ.
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ~a íà ~b îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ~a×~b.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ ~a è ~b, ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà

S = |~a×~b| = |~a| |~b| sinϕ, (2.9)
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ãäå ϕ� óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b.
Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) ~a×~b = −~b× ~a (àíòèïåðåñòàíîâî÷íîå ñâîéñòâî);
2) ~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c (ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî);
3) (λ~a) × ~b = ~a × (λ~b) = λ(~a × ~b) (ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî ïî

îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ìíîæèòåëþ);
4) ~a×~b = 0, åñëè ~a = ~0, ëèáî ~b = ~0, ëèáî ~a ‖ ~b (êîëëèíåàðíîñòü

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ).
Åñëè âåêòîðû ~a è ~b çàäàíû ñâîèìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè

~a = ax~i+ ay~j + az ~k, ~b = bx~i+ by~j + bz ~k, òî

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ , (2.10)

èëè

~a×~b =

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ ·~i− ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ ·~j +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ · ~k.
Ïðèìåð 11. Äàíû äâà âåêòîðà ~a è ~b, äëÿ êîòîðûõ |~a| = 2,

|~b| = 6, ϕ =
(
~̂a,~b
)

= 5
6π. Íàéòè |(2~a+ 3~b)× (~a− 4~b)|.

I Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì

(2~a+ 3~b)× (~a− 4~b) =

= 2(~a× ~a)− 8(~a×~b) + 3(~b× ~a)− 12(~b×~b) =

= −8(~a×~b)− 3(~a×~b) = −11(~a×~b).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|(2~a+ 3~b)× (~a− 4~b)| = | − 11(~a×~b)| = 11 · |~a×~b| =

= 11 · |~a| · |~b| · sinϕ = 11 · 2 · 6 · sin 5π

6
= 11 · 2 · 6 · 1

2
= 66. J
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Ïðèìåð 12. Íàéòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a = 2~i+
+ 3~j + 5~k è ~b =~i+ 2~j + ~k.

I Èìååì

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
2 3 5
1 2 1

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣3 5
2 1

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣2 5
1 1

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣2 3
1 2

∣∣∣∣ =

= (3 · 1− 2 · 5)~i− (2 · 1− 1 · 5)~j + (2 · 2− 1 · 3)~k =

= −7~i+ 3~j + ~k. J

Ïðèìåð 13. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðî-
åííîãî íà âåêòîðàõ ~a = 6~i+ 3~j − 2~k è ~b = 3~i− 2~j + 6~k.

I Íàõîäèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ~a íà ~b:

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
6 3 −2
3 −2 6

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ 3 −2
−2 6

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣6 −2
3 6

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣6 3
3 −2

∣∣∣∣ =

= 14~i− 42~j − 21~k.

Òàê êàê ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ðàâåí ïëî-
ùàäè ïîñòðîåííîãî íà íèõ ïàðàëëåëîãðàììà, òî

S = |~a×~b| =
√

142 + 422 + 212 = 49 (êâ. åä.). J

3. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå. Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåê-
òîðîâ ~a, ~b è ~c íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~a×~b íà
âåêòîð ~c, ò. å. (~a×~b) · ~c.

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ âåêòîðîâ ~a,~b è ~c ïî ìîäóëþ ðàâíî
îáú¼ìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè â í¼ì ïîìåíÿòü

ìåñòàìè çíàêè âåêòîðíîãî (×) è ñêàëÿðíîãî (·) óìíîæåíèÿ, ò. å.
(~a×~b) ·~c = ~a ·(~b×~c). Â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü â âèäå ~a~b~c;
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2) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè ïåðåñòàâëÿòü
ïåðåìíîæàåìûå âåêòîðû â êðóãîâîì ïîðÿäêå: ~a~b~c = ~b~c~a = ~c~a~b;

3) ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ñìåøàííîå ïðîèçâå-
äåíèå ìåíÿåò òîëüêî çíàê: ~b~a~c = −~a~b~c, ~c~b~a = −~a~b~c, ~a~c~b = −~a~b~c;

4) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, åñëè õî-
òÿ áû îäèí èç ïåðåìíîæàåìûõ âåêòîðîâ íóëåâîé, ëèáî äâà èç ïå-
ðåìíîæàåìûõ âåêòîðîâ êîëëèíåàðíû, ëèáî òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà
êîìïëàíàðíû.

Ïóñòü âåêòîðû ~a,~b è ~c çàäàíû èõ ðàçëîæåíèÿìè ïî îðòàì äåêàð-
òîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò: ~a = ax~i+ ay~j+ az ~k, ~b = bx~i+ by~j+ bz ~k,
~c = cx~i+ cy~j + cz ~k. Òîãäà

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ . (2.11)

Òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà ~a, ~b è ~c, âçÿòûõ â óêàçàííîì ïî-
ðÿäêå, îáðàçóþò ïðàâóþ (ëåâóþ) òðîéêó, åñëè ñ êîíöà âåêòîðà ~c
êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ïåðâîãî âåêòîðà ~a êî âòîðîìó âåêòîðó ~b
âèäåí ñîâåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñîîòâåòñòâåííî ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå). Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðàâîé òðîéêè âåêòî-
ðîâ ïîëîæèòåëüíî, à ëåâîé � îòðèöàòåëüíî.

Îáú¼ì V1 ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a, ~b è ~c,
è îáú¼ì V2 îáðàçîâàííîé èìè òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû íàõîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëàì

V1 = |~a~b~c|, (2.12)

V2 =
1

6
|~a~b~c|. (2.13)

Ïðèìåð 14. Íàéòè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a = 2~i−
−~j − ~k, ~b =~i+ 3~j − ~k è ~c =~i+~j + 4~k.

I Èìååì

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1
1 3 −1
1 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 2 ·
∣∣∣∣3 −1
1 4

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣1 −1
1 4

∣∣∣∣− 1 ·
∣∣∣∣1 3
1 1

∣∣∣∣ =

= 2 · (12 + 1) + (4 + 1)− (1− 3) = 26 + 5 + 2 = 33.

Èç çíà÷åíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû íåêîì-
ïëàíàðíû è îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. J
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Ïðèìåð 15. Íàéòè îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà
âåêòîðàõ ~a =~i−~j + 2~k, ~b = 4~j + 3~k è ~c = 3~i+ 2~j − 6~k.

I Íàéä¼ì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c:

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
0 4 3
3 2 −6

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣4 3
2 −6

∣∣∣∣+ 3 ·
∣∣∣∣−1 2

4 3

∣∣∣∣ = −30− 33 = −63.

Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òð¼õ âåêòîðàõ, ðàâåí ìî-
äóëþ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ò. å.

V = |~a~b~c| = | − 63| = 63 (êóá. åä.). J

Óïðàæíåíèÿ

2.1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x âåêòîðû 2x · ~a è (x3 − 1) · ~a (~a 6= ~0)
èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå?

2.2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x âåêòîðû x3 ·~a è (x2−x−2)·~a (~a 6= ~0)
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû?

2.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB òî÷êàìè M è N ðàçäå-
ëåíà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè: AM = MN = NB. Íàéòè âåêòîð

−−→
CM ,

åñëè
−→
CA = ~a,

−−→
CB = ~b.

2.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðÿìàÿ AM ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé
óãëà BAC, ïðè÷¼ì òî÷êà M ëåæèò íà ñòîðîíå BC. Íàéòè âåêòîð−−→
AM , åñëè

−−→
AB = ~b,

−→
AC = ~c.

2.5. Â òðåóãîëüíèêå ABC M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðå-
óãîëüíèêà,

−−→
AM = ~a,

−→
AC = ~b. Ðàçëîæèòü âåêòîðû

−−→
AB è

−−→
BC ïî

âåêòîðàì ~a è ~b.
2.6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD K è L ñåðåäèíû ñòîðîí BC è

CD,
−−→
AK = ~a,

−→
AL = ~b. Âûðàçèòü âåêòîðû

−→
AC è

−−→
BD ÷åðåç ~a è ~b.

2.7. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC èçâåñòíû âåêòîðû
−→
SA = ~a,−→

SB = ~b,
−→
SC = ~c. Âûðàçèòü ÷åðåç ~a, ~b, ~c âåêòîð

−→
SO, åñëè òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.
2.8. Äàíî:

−−→
AB = ~a+2~b,

−−→
BC = −4~a−~b,

−−→
CD = −5~a−3~b. Äîêàçàòü,

÷òî ABCD� òðàïåöèÿ.
2.9. Äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ ABCD, äëèíû îñíîâàíèé

AD è BC êîòîðîé ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 4 è 2, à óãîë ïðè âåðøèíå
D ðàâåí 45◦. Íàéòè ïðîåêöèè âåêòîðîâ

−−→
AD,

−−→
AB,

−−→
BC,

−→
AC íà îñü l,

îïðåäåëÿåìóþ âåêòîðîì
−−→
CD.
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2.10. Âåêòîð ~a ñîñòàâëÿåò ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox è Oy óã-
ëû α = 60◦, β = 120◦, à ñ îñüþ Oz � òóïîé óãîë. Âû÷èñëèòü åãî
êîîðäèíàòû, åñëè |~a| = 2.

2.11. Äàíû âåêòîðû ~a = (3;−2; 6) è ~b = (−2; 1; 0). Íàéòè êîîð-
äèíàòû âåêòîðîâ: 2~a− 1

3
~b; 1

3 ~a−~b; 2~a+ 3~b.
2.12. Íàéòè äëèíû äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî

íà âåêòîðàõ ~a = 3~i− 2~j + 6~k è ~b = −2~i+~j êàê íà ñòîðîíàõ.
2.13. Âåêòîðû

−−→
AB = 2~i+6~j−4~k è

−→
AC = 4~i+2~j−2~k îïðåäåëÿþò

ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC. Íàéòè äëèíó ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííîé
èç âåðøèíû C.

2.14. Êîëëèíåàðíû ëè âåêòîðû ~c1 = 4~a − 3~b è ~c2 = 9~b − 12~a,
ïîñòðîåííûå ïî âåêòîðàì ~a = −~i+ 2~j + 8~k è ~b = 3~i+ 7~j − ~k ?

2.15. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α è β âåêòîðû ~a = −2~i + 3~j + α~k è
~b = β~i− 6~j + 2~k êîëëèíåàðíû?

2.16. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû âåêòîðû ~e1 = −~i + 2~j, ~e2 = 2~i +~j è
~a = 3~i− 2~j. Íàéòè ðàçëîæåíèå âåêòîðà ~a ïî âåêòîðàì ~e1 è ~e2.

2.17. Íàïèñàòü ðàçëîæåíèå âåêòîðà ~x = 15~i− 20~j − ~k ïî âåêòî-
ðàì ~p = 2~j + ~k, ~q = ~j − ~k, ~r = 5~i− 3~j + 2~k.

2.18. Íàéòè êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~e, íàïðàâëåííîãî
ïî áèññåêòðèñå óãëà, îáðàçóåìîãî âåêòîðàìè ~a = 2~i− 3~j + 6~k è ~b =
= −~i+ 2~j − 2~k.

2.19. Âåêòîðû ~a è ~b îáðàçóþò óãîë ϕ = 2π/3, è |~a| = 3, |~b| = 4.
Âû÷èñëèòü: ~a2; ~b2; (~a+~b)2; (~a−~b)2; (3~a− 2~b) · (~a+ 2~b).

2.20. Äàíî: |~a| = 2, |~b| = 1, ϕ = (~̂a,~b) = π/3. Íàéòè ìîäóëü
âåêòîðà ~c = 2~a− 3~b.

2.21. Äàíû âåêòîðû
−→
OA = ~a,

−−→
OB = ~b, äëÿ êîòîðûõ |~a| = 2,

|~b| = 4, (~̂a,~b) = 60◦. Âû÷èñëèòü óãîë ϕ ìåæäó ìåäèàíîé
−−→
OM è

ñòîðîíîé
−→
OA òðåóãîëüíèêà AOB.

2.22. Äàíû âåêòîðû ~a = (4;−2;−4), ~b = (6;−3; 2). Âû÷èñëèòü
~a ·~b; ~a2; ~b2; (~a+~b)2; (~a−~b)2; (2~a− 3~b) · (~a+ 2~b).

2.23. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè α âåêòîðû ~a = (−4;α; 5) è~b = (4; 3;α)
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû?

2.24. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà:A(1;−2; 2),B(1; 4; 0), C(−4; 1; 1),D(−5;−5; 3). Âû÷èñëèòü óãîë
ìåæäó åãî äèàãîíàëÿìè.

2.25. Â òðåóãîëüíèêåABC âåðøèíû èìåþò êîîðäèíàòûA(1; 1;−1),
B(2; 3; 1), C(3; 2; 1). Âû÷èñëèòü îñòðûé óãîë ìåæäó ìåäèàíîé BD
è ñòîðîíîé AC.
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2.26. Âåêòîð ~x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé îñè Oz è âåêòîðó ~a = 8~i −
− 15~j + 3~k, îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Ox. Çíàÿ, ÷òî |~x| = 51,
íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x.

2.27. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x, êîëëèíåàðíîãî âåêòîðó ~a =
= 2~i+~j − ~k, ïðè óñëîâèè ~a · ~x = 3.

2.28. Âåêòîðû ~a è ~b âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, |~a| = 3, |~b| = 4.
Âû÷èñëèòü: |~a×~b|; |(~a+~b)× (~a−~b)|; |(3~a−~b)× (~a− 2~b)|.

2.29. Âû÷èñëèòü |~a×~b|, åñëè |~a| = 10, |~b| = 2, ~a ·~b = 12.
2.30. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ ~a = 3~p+ 2~q è ~b = 2~p− ~q, åñëè |~p| = 4, |~q| = 3, (~̂p, ~q) = 3π/4.
2.31. Äàíû âåêòîðû ~a = (3;−1;−2), ~b = (1; 2;−1). Íàéòè êîîð-

äèíàòû âåêòîðîâ: ~a×~b; (2~a+~b)×~b; (2~a−~b)× (2~a+~b).
2.32. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè èçâåñòíî,

÷òî A(1; 2; 0), B(3; 0; 3), C(5; 2; 6).
2.33. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè α âåêòîðû ~a = (1; 1;α), ~b = (0; 1; 0) è

~c = (3; 0; 1) êîìïëàíàðíû?
2.34. Ëåæàò ëè òî÷êèA(1; 2;−1),B(4; 1; 5), C(−1; 2; 1),D(2; 1; 3)

â îäíîé ïëîñêîñòè?
2.35. Âûÿñíèòü, êîìïëàíàðíû ëè ñëåäóþùèå âåêòîðû. Â ñëó÷àå

íåêîìïëàíàðíîñòè óñòàíîâèòü, ïðàâîé èëè ëåâîé áóäåò òðîéêà âåê-
òîðîâ: à) ~a = (2; 3; 1),~b = (1;−1; 3), ~c = (−1; 9;−11); á) ~a = (3;−2; 1),
~b = (2; 1; 2), ~c = (−3; 1; 2); â) ~a = (3; 4; 0), ~b = (0;−4; 1), ~c = (0; 2; 5).

2.36. Äàíû òðè âåêòîðà: ~a = (8; 4; 1), ~b = (2;−2; 1), ~c = (4; 0; 3).
Íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð ~e, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê âåêòîðàì ~a è ~b è
íàïðàâëåííûé òàê, ÷òîáû óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c è
~a, ~b, ~e èìåëè îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ.

2.37. Íàéòè îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïðèçìû, ïîñòðîåííîé íà âåêòî-
ðàõ ~a = (1; 2; 3), ~b = (2; 4; 1), ~c = (2;−1; 0).

2.38. Íàéòè äëèíó âûñîòû ïèðàìèäû, îïóùåííîé èç âåðøèíû
S íà ãðàíü ABC, åñëè A(1;−1; 2), B(2; 1; 2), C(1; 1; 4), S(6;−3; 8).

2.2. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

Ìåòîä êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëèòü ñ ïîìîùüþ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäà¼òñÿ äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû-
ìè ïðÿìûìè, íà êàæäîé èç êîòîðûõ âûáðàíî ïîëîæèòåëüíîå íà-
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ïðàâëåíèå è çàäàí åäèíè÷íûé îòðåçîê. Ýòè ïðÿìûå íàçûâàþò îñÿ-
ìè êîîðäèíàò. Îäíó èç îñåé íàçûâàþò îñüþ àáñöèññ è îáîçíà÷àþò
Ox, äðóãóþ� îñüþ îðäèíàò (Oy). Åäèíè÷íûå âåêòîðû îñåé Ox è
Oy îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ~i è ~j.

Åñëè M �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, òî âåêòîð
−−→
OM íàçû-

âàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè M . Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò Oxy íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû ðàäèóñ-âåêòîðà

−−→
OM .

Åñëè
−−→
OM = (x; y), òî êîîðäèíàòû òî÷êèM çàïèñûâàþò òàê:M(x; y);

ïðè ýòîì ÷èñëî x íàçûâàåòñÿ àáñöèññîé òî÷êè M , à ÷èñëî y� îð-
äèíàòîé òî÷êè M . Êîîðäèíàòû òî÷êè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò å¼
ïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè: êàæäîé ïàðå ÷èñåë x è y ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà M íà ïëîñêîñòè è íàîáîðîò.

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êàìè M1(x1; y1) è M2(x2; y2) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. (2.14)

Â ÷àñòíîñòè, ðàññòîÿíèå d òî÷êè M(x; y) îò íà÷àëà êîîðäèíàò
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
√
x2 + y2.

Êîîðäèíàòû (x; y) òî÷êè M , äåëÿùåé îòðåçîê AB â îòíîøåíèè
λ1 : λ2, ãäå A(x1; y1) è B(x2; y2), íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

x =
λ2 x1 + λ1 x2

λ1 + λ2
, y =

λ2 y1 + λ1 y2

λ1 + λ2
. (2.15)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè λ1 = λ2 = 1 ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû äëÿ êîîð-
äèíàò ñåðåäèíû îòðåçêà:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìèA(x1; y1),B(x2; y2), C(x3; y3)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =
1

2
|(x2 − x1)(y3 − y1)− (x3 − x1)(y2 − y1)|, (2.16)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

S = |1
2

∆|,
ãäå

∆ =

∣∣∣∣x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣ .
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Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(3; 8) è
B(−2; 14).

I Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2.14), ïîëó÷èì

d =
√

(−5− 3)2 + (14− 8)2 =
√

64 + 36 = 10. J

Ïðèìåð 2. Èçâåñòíû òî÷êè A(−2; 5), B(4; 17)�êîíöû îòðåçêà
AB. Íà ýòîì îòðåçêå íàõîäèòñÿ òî÷êà C, ðàññòîÿíèå êîòîðîé îò
òî÷êè A â äâà ðàçà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè B. Îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòû òî÷êè C.

I Òàê êàê AC = 2CB, òî λ1 = 2, à λ2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ôîðìóëå (2.15) ïîëó÷àåì

x =
1 · (−2) + 2 · 4

2 + 1
= 2, y =

1 · 5 + 2 · 17

2 + 1
= 13, ò. å. C(2; 13). J

Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
A(−2;−4), B(2; 8) è C(10; 2).

I Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.16), ïîëó÷àåì

S =
1

2
|(2 + 2)(2 + 4)− (10 + 2)(8 + 4)| = 1

2
|24− 144| = 60 (êâ. åä.). J

Ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

1. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Âñÿêîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòå-
ïåíè îòíîñèòåëüíî x è y, ò. å. óðàâíåíèå âèäà

Ax+By + C = 0, (2.17)

ãäå A, B, C �ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, ïðè÷¼ì A2+B2 6= 0, îïðå-
äåëÿåò íà ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ ïðÿìóþ. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

Âåêòîð ~n = (A;B) ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïðÿìîé (2.17) è íàçûâà-
åòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé.

×àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:
1) C = 0, A 6= 0, B 6= 0. Ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

Ax+By = 0, ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
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2) B = 0, A 6= 0, C 6= 0. Ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì
Ax+ C = 0 (èëè x = a, ãäå a = −C/A), ïàðàëëåëüíà îñè Oy.

3) A = 0, B 6= 0, C 6= 0. Ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì
By + C = 0 (èëè y = b, ãäå b = −C/B), ïàðàëëåëüíà îñè Ox.

4) B = C = 0, A 6= 0. Ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì Ax = 0
(èëè x = 0), ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oy.

5) A = C = 0, B 6= 0. Ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì By = 0
(èëè y = 0), ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox.

2. Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì. Åñëè â
îáùåì óðàâíåíèè ïðÿìîé B 6= 0, òî, ðàçðåøèâ åãî îòíîñèòåëüíî y,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

y = kx+ b, (2.18)

ãäå k = −A/B, b = −C/B. Åãî íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ
óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ïîñêîëüêó k = tgα, ãäå α� óãîë, îáðà-
çîâàííûé ïðÿìîé ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Ñâîáîä-
íûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ b ðàâåí îðäèíàòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ
îñüþ Oy.

3. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ. Åñëè â îáùåì óðàâíåíèè
ïðÿìîé êîýôôèöèåíò C 6= 0, òî, ðàçäåëèâ âñå åãî ÷ëåíû íà −C,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

x

a
+
y

b
= 1, (2.19)

ãäå a = −C/A, b = −C/B. Åãî íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïðÿìîé â
îòðåçêàõ ; â í¼ì a ÿâëÿåòñÿ àáñöèññîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ
îñüþ Ox, à b� îðäèíàòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñüþ Oy.

4. Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Åñëè îáå ÷àñòè îáùåãî
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé óìíîæèòü íà ÷èñëî µ = 1

±
√
A2+B2

(êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ íîðìèðóþùèì ìíîæèòåëåì), ïðè÷¼ì çíàê ïåðåä ðàäèêà-
ëîì âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå µC < 0, òî ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå

x cosϕ+ y sinϕ− p = 0. (2.20)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé. Çäåñü
p�äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïðÿ-
ìóþ, à ϕ� óãîë, îáðàçîâàííûé ýòèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ñ ïîëîæè-
òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox.

5. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Ëþáîé íåíóëåâîé âåê-
òîð, ïàðàëëåëüíûé äàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ å¼ íàïðàâëÿþùèì
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âåêòîðîì. Åñëè èçâåñòíà íåêîòîðàÿ òî÷êà M(x0; y0), ïðèíàäëåæà-
ùàÿ ïðÿìîé, è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ~s = (m;n) ýòîé ïðÿìîé, òî
óðàâíåíèå äàííîé ïðÿìîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x− x0

m
=
y − y0

n
. (2.21)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé. Ñëå-
äóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â êàíîíè÷åñêîì
âèäå äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç ÷èñåë m èëè n áûëî ðàâíî íó-
ëþ (îäíîâðåìåííî m è n íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè íóëþ). Ðàâåíñòâî
íóëþ îäíîãî èç çíàìåíàòåëåé îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ÷èñëèòåëÿ.

Ïðèìåð 4. Óðàâíåíèå ïðÿìîé 4x − 3y + 12 = 0 ïðåäñòàâèòü
â ðàçëè÷íûõ âèäàõ (ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, â îòðåçêàõ, â âèäå
íîðìàëüíîãî óðàâíåíèÿ, â êàíîíè÷åñêîì âèäå).

I Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (2.18) ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôè-
öèåíòîì ðàçðåøèì çàäàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y. Ïîëó÷èì

3y = 4x− 12 = 0 | : 3 ⇒ y =
4

3
x+ 4.

Ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì; çäåñü k = 4
3 ,

b = 4.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (2.19) ïðÿìîé â îòðåçêàõ ïåðåíåñ¼ì

ñâîáîäíûé ÷ëåí âïðàâî è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà íåãî:

4x− 3y = −12 | : (−12) ⇒ x

−3
+
y

4
= 1.

Ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ; çäåñü a = −3, b = 4.
Ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå ïðÿìîé ê íîðìàëüíîìó âèäó (2.20). Äëÿ

ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ íà íîðìèðóþùèé
ìíîæèòåëü µ = 1

−
√

42+(−3)2
= − 1

5 . Ïåðåä êîðíåì âçÿò çíàê ¾ìèíóñ¿,

òàê êàê ñâîáîäíûé ÷ëåí èìååò çíàê ¾ïëþñ¿. Ïîëó÷èì

4x− 3y + 12 = 0
∣∣∣ · (−1

5

)
⇒ −4

5
x+

3

5
y − 12

5
= 0.

Ýòî íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé; çäåñü cosϕ = − 4
5 , sinϕ = 3

5 ,
p = 12

5 , ò. å. ðàññòîÿíèå îò O(0; 0) äî ïðÿìîé ðàâíî 2,4 åä.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (2.21) ïðÿìîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå

ïåðåíåñ¼ì â ïðàâóþ ÷àñòü ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ y,
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è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ïåðåä x è y. Ïîëó÷èì

4x+ 12 = 3y | : 12 ⇒ x+ 3

3
=
y

4
.

Ýòî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé; çäåñü x0 = −3, y0 = 0, m = 3,
n = 4, ò. å. íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé èìååò êîîðäèíàòû (3; 4),
à ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (−3; 0). J

Ïðèìåð 5. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, îòñåêàþùåé íà îñè
îðäèíàò îòðåçîê b = −3 è îáðàçóþùåé ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâ-
ëåíèåì îñè àáñöèññ óãîë α = π/6.

I Íàõîäèì óãëîâîé êîýôôèöèåíò: k = tg π
6 = 1√

3
. Âîñïîëüçî-

âàâøèñü óðàâíåíèåì (2.18) ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ïî-
ëó÷àåì y = 1√

3
x− 3. Îñâîáîæäàÿñü îò çíàìåíàòåëÿ è ïåðåíîñÿ âñå

÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé x−
√

3 y−
− 3
√

3 = 0. J

Ïðèìåð 6. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, îòñåêàþùåé íà îñÿõ
êîîðäèíàò îòðåçêè a = 2/5, b = −1/10.

I Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì (2.19) ïðÿìîé â îòðåçêàõ, èìå-
åì x

2/5 + y
(−1/10) = 1. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 5

2x−
− 10y = 1, èëè 5x− 20y − 2 = 0 (îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé). J

Ïðèìåð 7. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, çíàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå
îò íå¼ äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî

√
2, à óãîë ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿ-

ðîì, îïóùåííûì èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïðÿìóþ, è îñüþ Ox, ðàâåí
3
4π.

I Âîñïîëüçóåìñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé (2.20). Ïîä-
ñòàâëÿÿ â íåãî p =

√
2, ϕ = 3

4π, ïîëó÷èì −
1√
2
x + 1√

2
y −
√

2 = 0.
Îñâîáîæäàÿñü îò çíàìåíàòåëåé, ïîëó÷àåì îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé
x− y + 2 = 0. J

Ïðèìåð 8. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè A(0; 2) è B(−3; 7).

I I ñïîñîá. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (2.17) ïîñëåäîâàòåëüíî êîîð-
äèíàòû çàäàííûõ òî÷åê è ðåøèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

2B + C = 0,
−3A+ 7B + C = 0

⇒
{
C = −2B,
3A = 7B + C = 5B

⇒
{
C = −2B,
A = 5

3B.
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Ïîëîæèì B = 3, òîãäà A = 5, C = −6. Óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé
ïðèìåò âèä 5x+ 3y − 6 = 0.

II ñïîñîá. Íàéä¼ì êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé:−−→
AB = (−3 − 0; 7 − 2) = (−3; 5). Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷êè A

è âåêòîðà
−−→
AB â óðàâíåíèå (2.21), ïîëó÷èì x

−3 = y−2
5 . Îñâîáîæäà-

ÿñü îò çíàìåíàòåëÿ è ïåðåíîñÿ âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì
îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé 5x+ 3y − 6 = 0. J

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ. Ìåòðè÷åñêèå
çàäà÷è

Ïîä óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè â ïëîñêîñòè ïîíèìàþò íàèìåíü-
øèé (îñòðûé) èç äâóõ ñìåæíûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè ïðÿìû-
ìè.

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x+B1y+C1 = 0 è
A2x+B2y + C2 = 0, òî óãîë ϕ ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû

cosϕ =
|A1A2 +B1B2|√

A2
1 +B2

1 ·
√
A2

2 +B2
2

(2.22)

èëè

tgϕ =

∣∣∣∣A1B2 −A2B1

A1A2 +B1B2

∣∣∣∣ . (2.23)

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ýòèõ ïðÿìûõ èìååò âèä

A1A2 +B1B2 = 0, (2.24)

à óñëîâèå èõ ïàðàëëåëüíîñòè �

A1

A2
=
B1

B2
6= C1

C2
. (2.25)

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè
y = k1x + b1 è y = k2x + b2, òî óãîë ϕ ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ èç
ôîðìóëû

tgϕ =

∣∣∣∣ k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣∣ . (2.26)

Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ýòèõ ïðÿìûõ èìååò âèä

k1 = k2, (2.27)
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à óñëîâèå èõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè �

k1 = − 1

k2
. (2.28)

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x−x1

m1
= y−y1

n1

è x−x2

m2
= y−y2

n2
, òî óãîë ϕ ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû

cosϕ =
|m1m2 + n1n2|√

m2
1 + n2

1 ·
√
m2

2 + n2
2

. (2.29)

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ýòèõ ïðÿìûõ èìååò âèä

m1m2 + n1n2 = 0, (2.30)

à óñëîâèå èõ ïàðàëëåëüíîñòè �

m1

n1
=
m2

n2
6= x2 − x1

y2 − y1
. (2.31)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùèõ òî÷åê ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ íåîáõî-
äèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé{

A1x+B1y + C1 = 0,
A2x+B2y + C2 = 0

èëè
{
y = k1x+ b1,
y = k2x+ b2.

(2.32)

Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè äî ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ äëèíà ïåðïåíäè-
êóëÿðà, îïóùåííîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïðÿìóþ.

Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M0(x0; y0) äî ïðÿìîé Ax + By + C = 0
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
. (2.33)

Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M0(x0; y0) äî ïðÿìîé x cosϕ+ y sinϕ− p = 0
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d = |x0 cosϕ+ y0 sinϕ− p|. (2.34)

Ïðèìåð 9. Íàéòè îñòðûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè: 1) y = 2x− 3
è y = 1

2x+ 5; 2) 2x− 3y + 10 = 0 è 5x− y + 4 = 0.
I 1) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.26). Ïîäñòàâëÿÿ â íå¼ çíà÷åíèÿ

k1 = 2 è k2 = 1
2 , íàõîäèì

tgϕ =

∣∣∣∣ 1
2 − 2

1 + 2 · 1
2

∣∣∣∣ =

∣∣− 3
2

∣∣
2

=
3

4
, ϕ = arctg

3

4
≈ 37◦;
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2) Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ A1 = 2, B1 = −3, A2 = 5, B2 = −1 â
ôîðìóëó (2.23):

tgϕ =

∣∣∣∣2 · (−1)− 5 · (−3)

2 · 5 + (−3) · (−1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−2 + 15

10 + 3

∣∣∣∣ = 1, ϕ =
π

4
. J

Ïðèìåð 10. ×åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 3x−2y+5 = 0 è
x+2y−9 = 0 ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé 2x+y+6 = 0.
Ñîñòàâèòü å¼ óðàâíåíèå.

I Íàéä¼ì ñíà÷àëà òî÷êóM ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ïðÿìûõ. Äëÿ
ýòîãî ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

3x− 2y + 5 = 0,
x+ 2y − 9 = 0

ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

x =

∣∣∣∣−5 −2
9 2

∣∣∣∣∣∣∣∣3 −2
1 2

∣∣∣∣ =
8

8
= 1, y =

∣∣∣∣3 −5
1 9

∣∣∣∣∣∣∣∣3 −2
1 2

∣∣∣∣ =
32

8
= 4,

ò. å. M(1; 4). Òàê êàê èñêîìàÿ ïðÿìàÿ Ax+By + C = 0 ïàðàëëåëü-
íà ïðÿìîé 2x + y + 6 = 0, òî êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïðÿìûõ ïåðåä x
è y ïðîïîðöèîíàëüíû, â ÷àñòíîñòè, ðàâíû: A = 2, B = 1. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà C ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé
êîîðäèíàòû òî÷êè M . Ïîëó÷èì

2 · 1 + 1 · 4 + C = 0 ⇒ C = −6.

Èòàê, óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé èìååò âèä 2x+ y − 6 = 0. J

Ïðèìåð 11. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìû-
ìè 3x+ 4y − 20 = 0 è 6x+ 8y + 5 = 0.

I Âîçüì¼ì íà ïåðâîé ïðÿìîé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M . Ïóñòü,
íàïðèìåð, x = 0, òîãäà y = 5, ò. å. M(0; 5). Ïî ôîðìóëå (2.33)
íàõîäèì ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M äî âòîðîé ïðÿìîé:

d =
|6 · 0 + 8 · 5 + 5|√

62 + 82
=

45

10
= 4,5 (åä.). J
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Óïðàæíåíèÿ

2.39. Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
A(2;−1), B(4; 2) è C(5; 1) ðàâíîáåäðåííûé.

2.40. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(−1;−1), B(0;−6) è
C(−10;−2). Íàéòè äëèíó ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû A.

2.41. Äàíû êîíöû îòðåçêà AB: A(−3; 7) è B(5; 11). Ýòîò îòðå-
çîê òðåìÿ òî÷êàìè ðàçäåë¼í íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè. Îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòû òî÷åê äåëåíèÿ.

2.42. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû êîíöîâ A è B îòðåçêà, êîòîðûé
òî÷êàìè P (2; 2) è Q(1; 5) ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

2.43. Äàíû òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà:
A(11; 4), B(−1;−1), C(5; 7). Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ÷åòâ¼ðòîé âåð-
øèíû.

2.44. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëü-
íèêà ñ âåðøèíàìè A(2; 4), B(0; 1), C(4; 2).

2.45. Íàéòè ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
A(3; 1), B(4; 6), C(6; 3) è D(5;−2).

2.46. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 10 êâ. åä., äâå åãî âåðøèíû
� òî÷êè A(5; 1) è B(−2; 2). Íàéòè êîîðäèíàòû òðåòüåé âåðøèíû,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà ëåæèò íà îñè àáñöèññ.

2.47. Óðàâíåíèå ïðÿìîé çàäàíî â âèäå x+2
√

5
4 + y−2

√
5

2 = 0. Íà-
ïèñàòü: 1) îáùåå óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé; 2) óðàâíåíèå ñ óãëîâûì
êîýôôèöèåíòîì; 3) óðàâíåíèå â îòðåçêàõ; 4) íîðìàëüíîå óðàâíåíèå;
5) êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå.

2.48. Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò ñòîðîíû
ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, çíàÿ, ÷òî îñíîâàíèÿ åå ðàâíû 10 è 6, à
áîêîâûå ñòîðîíû îáðàçóþò ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì óãîë 60◦. Áîëü-
øåå îñíîâàíèå ëåæèò íà îñè àáñöèññ, à îñü ñèììåòðèè òðàïåöèè�
íà îñè îðäèíàò.

2.49. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
êó P (8; 6) è îáðàçóåò ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè òðåóãîëüíèê ïëîùà-
äüþ 12 êâ. åä.

2.50. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A(1; 5) íà ðàññòîÿíèè 5 åäèíèö îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

2.51. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A(2;−1) è ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé 3x− 5y + 6 = 0.

2.52. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A(2;−1) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïðÿìîé 3x− 5y + 6 = 0.

2.53. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
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A(2;−1) è ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ x + 2y + 3 = 0 è
2x+ y + 5 = 0.

2.54. Äàí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A(3; 2), B(3; 8), C(6; 2). Íà-
ïèñàòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

2.55. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà A
òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè A(1;−2), B(5; 4), C(−2; 0).

2.56. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(0; 1), B(6; 5), C(12;−1).
Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøè-
íû C.

2.57. Âû÷èñëèòü âåëè÷èíó ìåíüøåãî óãëà ϕ ìåæäó ïðÿìûìè
3x+ 4y − 2 = 0 è 8x+ 6y + 5 = 0. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà A(13/14;−1)
ëåæèò íà áèññåêòðèñå ýòîãî óãëà.

2.58. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìîé 2x − 3y = 0 è ïðÿìîé, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(5; 0) è B(0; 3).

2.59. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (5; 4) äî ïðÿìîé x−1
−1 = y+2

5 .
2.60. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(5; 4) äî ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç òî÷êè A(1;−2) è B(0; 3).
2.61. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

A(5; 1) è îáðàçóþùåé ñ ïðÿìîé 2x+ y − 4 = 0 óãîë 45◦.
2.62. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé 12x+

+ 5y − 52 = 0 è îòñòîÿùåé îò íåå íà ðàññòîÿíèè 2 åä.
2.63. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè

3x+ 4y − 20 = 0 è 8x+ 6y − 5 = 0.
2.64. Òî÷êà A(2;−5) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êâàäðàòà, îäíà èç ñòî-

ðîí êîòîðîãî ëåæèò íà ïðÿìîé x− 2y− 7 = 0. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü
êâàäðàòà.

2.65. Íàéòè êîîðäèíàòû îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííî-
ãî èç òî÷êè A(−1; 2) íà ïðÿìóþ 3x− 5y − 21 = 0.

2.66. Íàéòè òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êåM(2;−1) îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé x− 2y + 3 = 0.

2.3. Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

Ìåòîä êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå

Ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëèòü ñ ïîìîùüþ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòà ñèñòåìà
êîîðäèíàò âêëþ÷àåò òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè, ïåðåñåêà-
þùèåñÿ â îäíîé òî÷êå O� íà÷àëå êîîðäèíàò. Îäíó èç îñåé íàçûâà-
þò îñüþ àáñöèññ (îñü Ox), äðóãóþ� îñüþ îðäèíàò (Oy), òðåòüþ�
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îñüþ àïïëèêàò (Oz). Íà êàæäîé èç îñåé âûáðàíû åäèíè÷íûå âåê-
òîðû, êîòîðûå îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ~i, ~j, ~k.

Åñëè M �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, òî âåêòîð
−−→
OM íà-

çûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè M . Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû ðàäèóñ-âåêòîðà−−→
OM . Åñëè

−−→
OM = (x; y; z), òî êîîðäèíàòû òî÷êèM çàïèñûâàþò òàê:

M(x; y; z); çäåñü ÷èñëî x� àáñöèññà, y� îðäèíàòà, z � àïïëèêàòà
òî÷êè M . Êîîðäèíàòû òî÷êè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò å¼ ïîëîæåíèå
â ïðîñòðàíñòâå: êàæäîé òðîéêå ÷èñåë x, y, z ñîîòâåòñòâóåò îäíà è
òîëüêî îäíà òî÷êà M â ïðîñòðàíñòâå è íàîáîðîò.

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êàìèM1(x1; y1; z1) èM2(x2; y2; z2) îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2. (2.35)

Êîîðäèíàòû (x; y; z) òî÷êèM , äåëÿùåé â çàäàííîì îòíîøåíèè λ
îòðåçîê AB, ãäå A(x1; y1; z1) è B(x2; y2; z2) (λ = AM

MB ), îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λ y2

1 + λ
, z =

z1 + λ z2

1 + λ
. (2.36)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè λ = 1 ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû äëÿ êîîðäèíàò
ñåðåäèíû îòðåçêà:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
, z =

z1 + z2

2
. (2.37)

Ïðèìåð 1. Íà îñè Oy íàéòè òî÷êó, ðàâíîóäàë¼ííóþ îò äâóõ
òî÷åê A(2; 3; 1) è B(−1; 5;−2).

I Òî÷êà M , ëåæàùàÿ íà îñè Oy, èìååò êîîðäèíàòû M(0; y; 0).
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è AM = BM . Íàéä¼ì ðàññòîÿíèÿ AM è BM ,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.35):

AM =
√

(0− 2)2 + (y − 3)2 + (0− 1)2 =
√
y2 − 6y + 14;

BM =
√

(0 + 1)2 + (y − 5)2 + (0 + 2)2 =
√
y2 − 10y + 30.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå√
y2 − 6y + 14 =

√
y2 − 10y + 30.

Âîçâåä¼ì â êâàäðàò îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå:

y2 − 6y + 14 = y2 − 10y + 30 ⇒ 4y = 16.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî y = 4. Èñêîìàÿ òî÷êà åñòü M(0; 4; 0). J
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Ïðèìåð 2. Îòðåçîê AB ðàçäåë¼í íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Íàé-
òè êîîðäèíàòû òî÷åê äåëåíèÿ, åñëè èçâåñòíû òî÷êè A(−2; 4; 1) è
B(2;−4;−3).

I Îáîçíà÷èì òî÷êè äåëåíèÿ îòðåçêà AB â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
C è D. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è AC = CD = DB. Ïîýòîìó òî÷êà C
äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè λ = 1

2 . Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (2.36),
íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè C:

xC =
−2 + 1

2 · 2
1 + 1

2

= −2

3
, yC =

4 + 1
2 · (−4)

1 + 1
2

=
4

3
,

zC =
1 + 1

2 · (−3)

1 + 1
2

= −1

3
.

Ïî ôîðìóëàì (2.37) íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè D� ñåðåäèíû îò-
ðåçêà CB:

xD =
− 2

3 + 2

2
=

2

3
, yD =

4
3 − 4

2
= −4

3
, zD =

− 1
3 − 3

2
= −5

3
,

ò. å. òî÷êà D èìååò êîîðäèíàòû
(

2
3 ;− 4

3 ;− 5
3

)
. J

Ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè

1. Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Â äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ëþáîé ïëîñêîñòè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ax+By + Cz +D = 0, (2.38)

ãäå A, B, C, D� çàäàííûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì A2 + B2 + C2 6= 0, è
îáðàòíî, óðàâíåíèå (2.38) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåêîòîðîé
ïëîñêîñòè.

Óðàâíåíèå (2.38) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè. Êî-
ýôôèöèåíòû A, B, C ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~n, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî ê ïëîñêîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.38). Îí íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì âåêòîðîì ýòîé ïëîñêîñòè è îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ
ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò.

×àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè:
1) Ax + By + Cz = 0�ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîð-

äèíàò;
2) By + Cz +D = 0�ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Ox;
3) Ax+ Cz +D = 0�ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Oy;
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4) Ax+By +D = 0�ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Oz;
5) By + Cz = 0�ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç îñü Ox;
6) Ax+ Cz = 0�ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç îñü Oy;
7) Ax+By = 0�ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç îñü Oz;
8) Cz +D = 0�ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Oxy;
9) By +D = 0�ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Oxz;
10) Ax+D = 0�ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Oyz;
11) Cz = 0�êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü Oxy;
12) By = 0�êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü Oxz;
13) Ax = 0�êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü Oyz.
Åñëè èçâåñòíû íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè ~n = (A;B;C) è

íåêîòîðàÿ òî÷êà M0(x0; y0; z0), ëåæàùàÿ â íåé, òî óðàâíåíèå ïëîñ-
êîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (2.39)

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ A, B è C óðàâíåíèå (2.39) îïðåäåëÿ-
åò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, ïðèíàäëåæàùóþ ñâÿçêå ïëîñêîñòåé, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M0. Åãî ïîýòîìó ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèåì
ñâÿçêè ïëîñêîñòåé.

Óðàâíåíèå

A1x+B1y + C1z +D1 + λ(A2x+B2y + C2z +D2) = 0 (2.40)

ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè λ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïðÿìóþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé A1x + B1y +
+C1z+D1 = 0 è A2x+B2y+C2z+D2 = 0, ò. å. íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü,
ïðèíàäëåæàùóþ ïó÷êó ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó ïðÿìóþ.
Â ñèëó ýòîãî óðàâíåíèå (2.40) ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïó÷êà
ïëîñêîñòåé.

2. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ. Åñëè ïëîñêîñòü ïåðå-
ñåêàåò îñè êîîðäèíàò Ox, Oy, Oz â òî÷êàõ M1(a; 0; 0), M2(0; b; 0),
M3(0; 0; c) ñîîòâåòñòâåííî, òî å¼ óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1, (2.41)

ãäå a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0. Óðàâíåíèå (2.41) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ. ×èñëà a, b, c â ýòîì óðàâíåíèè èìåþò ïðî-
ñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: îíè ðàâíû âåëè÷èíàì îòðåçêîâ, êîòî-
ðûå îòñåêàåò ïëîñêîñòü íà îñÿõ êîîðäèíàò.
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3. Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Åñëè îáå ÷àñòè îáùå-
ãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè óìíîæèòü íà ÷èñëî µ = 1

±
√
A2+B2+C2

(êîòî-
ðîå íàçûâàåòñÿ íîðìèðóþùèì ìíîæèòåëåì), ïðè÷¼ì çíàê ïåðåä
ðàäèêàëîì âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå µD < 0, òî
ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

x cosα+ y cosβ + z cos γ − p = 0. (2.42)

Óðàâíåíèå (2.42) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.
Çäåñü p�äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò
íà ïëîñêîñòü; α, β, γ � óãëû, îáðàçîâàííûå ýòèì ïåðïåíäèêóëÿðîì
ñ îñÿìè Ox, Oy, Oz ñîîòâåòñòâåííî.

4. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Äâà íåêîëëèíåàð-
íûõ âåêòîðà, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè, íàçûâàþòñÿ å¼ íàïðàâëÿ-
þùèìè âåêòîðàìè. Åñëè èçâåñòíà íåêîòîðàÿ òî÷êà M0(x0; y0; z0),
ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè, è íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ýòîé ïëîñ-
êîñòè: ~s1 = (m1;n1; p1) è ~s2 = (m2;n2; p2), òî óðàâíåíèå äàííîé
ïëîñêîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

m1 n1 p1

m2 n2 p2

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.43)

Óðàâíåíèå (2.43) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî, ðàñêðûâ äàííûé îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé
ñòðîêè, ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ âèäà (2.39).

Ñëåäñòâèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êèM0(x0; y0; z0),M1(x1; y1; z1),M2(x2; y2; z2),
íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðîå èìååò âèä∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.44)

Ïðèìåð 3. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè 2x+3y−6z+21 = 0 ïðèâåñòè
ê íîðìàëüíîìó âèäó.

I Íàõîäèì íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü (êîòîðûé áåð¼ì ñî çíàêîì
¾ìèíóñ¿, ïîñêîëüêó D = 21 > 0): µ = − 1√

22+32+(−6)2
= − 1

7 . Èòàê,

íîðìàëüíîå óðàâíåíèå çàäàííîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

−1

7
(2x+ 3y − 6z + 21) = 0, ò. å. − 2

7
x− 3

7
y +

6

7
z − 3 = 0. J
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Ïðèìåð 4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé îñè
Oz è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(3;−1; 2) è M2(−1; 2; 5).

I Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé îñè Oz, èìååò âèä Ax+
+By+D = 0. Òàê êàê ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êèM1 èM2, òî
êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè. Ïîä-
ñòàâèì èõ â óðàâíåíèå Ax+By +D = 0. Ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ{

3A−B +D = 0,
−A+ 2B +D = 0

ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè A, B, D. Âûðàçèì íåèçâåñòíûå êîýôôèöè-
åíòû A è B ÷åðåç D: óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 2 è ñëîæèâ
ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ, íàõîäèì 5A + 3D = 0, ò. å. A = − 3

5D; óìíî-
æèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà 3 è ñëîæèâ ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ, íàõîäèì
5B+4D = 0, ò. å. B = − 4

5D. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ A è B
â óðàâíåíèå Ax+By+D = 0, ïîëó÷àåì − 3

5Dx− 4
5Dy+D = 0. Ïîñëå

ñîêðàùåíèÿ íà
(
− 1

5D
)
óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè ïðèîáðåòàåò

âèä 3x+ 4y − 5 = 0. J

Ïðèìåð 5. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M(2; 3; 5) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó ~n = (4; 3; 2).

I Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (2.39) ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç äàííóþ òî÷êó è ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîìó âåêòîðó:

4(x− 2) + 3(y − 3) + 2(z − 5) = 0, ò. å. 4x+ 3y + 2z − 27 = 0. J

Ïðèìåð 6. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M(2; 3;−1) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè 5x− 3y + 2z − 10 = 0.

I Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.39) ñâÿçêè ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç äàííóþ òî÷êó:

A(x− 2) +B(y − 3) + C(z + 1) = 0.

Íîðìàëüíûé âåêòîð èñêîìîé ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì
âåêòîðîì ~n = (5;−3; 2) äàííîé ïëîñêîñòè; ñëåäîâàòåëüíî, A = 5,
B = −3, C = 2, è óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè ïðèìåò âèä

5(x− 2)− 3(y − 3) + 2(z + 1) = 0, èëè 5x− 3y + 2z + 1 = 0. J
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Ïðèìåð 7. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé x+y+ 5z−1 = 0, 2x+ 3y− z+ 2 = 0
è ÷åðåç òî÷êó M(3; 2; 1).

I Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (2.40) ïó÷êà ïëîñêîñòåé:

x+ y + 5z − 1 + λ(2x+ 3y − z + 2) = 0.

Çíà÷åíèå λ îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè M óäî-
âëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ:

3 + 2 + 5 · 1− 1 + λ(2 · 3 + 3 · 2− 1 + 2) = 0, èëè 9 + 13λ = 0,

îòêóäà λ = − 9
13 . Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå óðàâíåíèå èìååò âèä

x+y+5z−1− 9

13
(2x+3y−z+2) = 0, èëè 5x+14y−74z+31 = 0. J

Ïðèìåð 8. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M(5; 4; 3) è îòñåêàþùåé ðàâíûå îòðåçêè íà îñÿõ êîîðäèíàò.

I Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.41) ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ, â êîòîðîì
a = b = c, èìååì x

a+ y
a+ z

a = 1. Êîîðäèíàòû òî÷êèM óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ èñêîìîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

5

a
+

4

a
+

3

a
= 1, èëè

12

a
= 1, îòêóäà a = 12.

Èòàê, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x

12
+

y

12
+

z

12
= 1, èëè x+ y + z − 12 = 0. J

Ïðèìåð 9. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M(2; 3;−4) è ïàðàëëåëüíîé âåêòîðàì ~a = (−3; 2;−1) è ~b =
= (0; 3; 1).

I Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (2.43) ïëîñêîñòè. Èìååì∣∣∣∣∣∣
x− 2 y − 3 z + 4
−3 2 −1

0 3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, èëè 5(x− 2) + 3(y − 3)− 9(z + 4) = 0,

ò. å. 5x+ 3y − 9z − 55 = 0. J
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Ïðèìåð 10. Èç òî÷êè P (2; 3;−5) íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè
îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç èõ îñíîâàíèÿ.

I Îñíîâàíèÿìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè, ñëóæàò òî÷êè M1(2; 3; 0), M2(2; 0;−5), M3(0; 3;−5). Èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.44), çàïèøåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1, M2, M3:∣∣∣∣∣∣

x− 2 y − 3 z − 0
2− 2 0− 3 −5− 0
0− 2 3− 3 −5− 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, èëè 15(x− 2) + 10(y − 3)− 6z = 0,

ò. å. 15x+ 10y − 6z − 60 = 0. J

Ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

1. Îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà
óðàâíåíèÿìè äâóõ ïëîñêîñòåé{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

(2.45)

ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî ýòîé ïðÿìîé (êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ
íå ïðîïîðöèîíàëüíû). Óðàâíåíèÿ (2.45) íàçûâàþòñÿ îáùèìè óðàâ-
íåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé äàííîé ïðÿìîé, íàçû-
âàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé. Íàïðàâëÿþùèé âåê-
òîð ~s ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (2.45), îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

~s = ~n1 × ~n2 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣ , (2.46)

ò. å.

~s =

(∣∣∣∣B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ ;− ∣∣∣∣A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣) .
2. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Åñëè èç ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (2.45) íàéòè êîîðäèíàòû êàêîé-ëèáî òî÷êè M0(x0; y0; z0), ëå-
æàùåé íà ïðÿìîé, è ïî ôîðìóëàì (2.46) âû÷èñëèòü å¼ íàïðàâëÿþ-
ùèé âåêòîð ~s = (m,n, p), òî óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé ìîæíî çàïèñàòü
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â âèäå
x− x0

m
=
y − y0

n
=
z − z0

p
. (2.47)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé â ïðî-
ñòðàíñòâå. Îáðàùåíèå â íóëü îäíîãî èç çíàìåíàòåëåé óðàâíåíèÿ
(2.47) îçíà÷àåò îáðàùåíèå â íóëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëèòåëÿ.

Ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (2.47) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè M1(x1; y1; z1) è M2(x2; y2; z2),
êîòîðîå èìååò âèä

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
. (2.48)

3. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Ïðèìåì çà ïàðà-
ìåòð t êàæäóþ èç òð¼õ äðîáåé, ñòîÿùèõ â êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ
(2.47), è âûðàçèì ÷åðåç ýòîò ïàðàìåòð t ïåðåìåííûå x, y è z. Ïîëó-
÷èì x = x0 +mt,

y = y0 + n t,
z = z0 + p t.

(2.49)

Óðàâíåíèÿ (2.49) íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿ-
ìîé â ïðîñòðàíñòâå. ×èñëî t ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé òî÷êèM(x; y; z)
íà ïðÿìîé â ñèñòåìå êîîðäèíàò {M0, ~s}.

Ïðèìåð 11. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé{
x+ 2y − 3z + 2 = 0,
2x− 2y + z − 5 = 0

ïðåîáðàçîâàòü ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
I I ñïîñîá. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàäî çíàòü êàêóþ-ëèáî

òî÷êó ïðÿìîé è å¼ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð. Âûáåðåì òî÷êó íà ïðÿ-
ìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì, íàïðèìåð, z = 0, òîãäà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ àáñöèññû x è îðäèíàòû y ó ýòîé òî÷êè ïîëó÷èì ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé{

x+ 2y + 2 = 0,
2x− 2y − 5 = 0

⇒
{

3x− 3 = 0,
−6y − 9 = 0

⇒
{
x = 1,
y = − 3

2 .

Èòàê, íà ïðÿìîé èçâåñòíà òî÷êà
(
1;− 3

2 ; 0
)
. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð

ïðÿìîé íàõîäèì ïî ôîðìóëå (2.46):

~s =

(∣∣∣∣ 2 −3
−2 1

∣∣∣∣ ;− ∣∣∣∣1 −3
2 1

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣1 2
2 −2

∣∣∣∣) = (−4;−7;−6).
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Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.47)

x− 1

−4
=
y + 3

2

−7
=
z − 0

−6
, èëè

x− 1

4
=
y + 3

2

7
=
z

6
.

II ñïîñîá. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ìîæíî ïîëó÷èòü, çíàÿ
äâå òî÷êè ýòîé ïðÿìîé. Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ýòèõ òî÷åê ìîæíî
âçÿòü äâà ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîé òî÷êè ïîëîæèì x = 0. Òîãäà ïîëó÷èì{

2y − 3z + 2 = 0,
−2y + z − 5 = 0

⇒
{
−4y − 13 = 0,
−2z − 3 = 0

⇒
{
y = − 13

4 ,
z = − 3

2 .

Ïîëó÷èëè äâå òî÷êè:M1

(
1;− 3

2 ; 0
)
èM2

(
0;− 13

4 ;− 3
2

)
. Òîãäà èñêîìîå

óðàâíåíèå íàéä¼ì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.48):

x− 1

0− 1
=

y + 3
2

− 13
4 + 3

2

=
z − 0

− 3
2 − 0

, èëè
x− 1

−1
=
y + 3

2

− 7
4

=
z

− 3
2

,

ò. å.
x− 1

4
=
y + 3

2

7
=
z

6
. J

Ïðèìåð 12. Ñîñòàâèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(2;−1; 3) ïàðàëëåëüíî îñè Oy.

I Â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà îñè Oy ìîæíî âçÿòü âåê-
òîð ~s = (0; 1; 0), ñîâïàäàþùèé ñ îðòîì ~j. Èñêîìîå óðàâíåíèå (2.49)
ïðÿìîé åñòü x = 2 + 0 · t,

y = −1 + 1 · t,
z = −3 + 0 · t,

ò. å.

x = 2,
y = −1 + t,
z = −3.

J

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé
â ïðîñòðàíñòâå. Ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

Óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ óãîë
ìåæäó íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ýòèõ ïëîñêîñòåé.

Åñëè ïëîñêîñòè çàäàíû óðàâíåíèÿìè

A1x+B1y + C1z +D1 = 0 è A2x+B2y + C2z +D2 = 0,
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òî âåëè÷èíà íàèìåíüøåãî èç äâóõ ñìåæíûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ
ýòèìè ïëîñêîñòÿìè, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

cosϕ =
|A1A2 +B1B2 + C1C2|√

A2
1 +B2

1 + C2
1 ·
√
A2

2 +B2
2 + C2

2

. (2.50)

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïëîñêîñòåé èìååò âèä

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0, (2.51)

óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè �

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
6= D1

D2
, (2.52)

ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, êîãäà

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
=
D1

D2
. (2.53)

Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êèM0(x0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè Ax+By+Cz+
+D = 0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
. (2.54)

Åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì x cosα+ y cosβ+ z cos γ− p = 0,
òî ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M0(x0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü
íàéäåíî ïî ôîðìóëå

d = |x0 cosα+ y0 cosβ + z0 cos γ − p|. (2.55)

Ïðèìåð 13. Íàéòè âåëè÷èíó îñòðîãî óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿ-
ìè: 1) 11x−8y−7z−15 = 0 è 4x−10y+z−2 = 0; 2) 2x+3y−4z+4 = 0
è 5x− 2y + z − 3 = 0.

I 1) Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2.50), ïîëó÷àåì

cosϕ =
|11 · 4− 8 · (−10)− 7 · 1|√

121 + 64 + 49 ·
√

16 + 100 + 1
=

=
117√

234 ·
√

117
=

√
117√

2 ·
√

117
=

√
2

2
⇒ ϕ =

π

4
.

2) Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.51) ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé, òàê êàê 2·5+3·(−2)−4·1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîñêîñòè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû; ϕ = π

2 . J
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Ïðèìåð 14. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé
ïëîñêîñòè x − 2y + 2z + 5 = 0 è óäàë¼ííîé îò òî÷êè M(3; 4;−2)
íà ðàññòîÿíèå d = 5.

I Óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè èùåì â âèäå x−2y+2z+D = 0.
Íàéä¼ì çíà÷åíèå D. Òàê êàê òî÷êà M óëàëåíà îò èñêîìîé ïëîñêî-
ñòè íà ðàññòîÿíèå d = 5, òî ïî ôîðìóëå (2.54) çàïèñûâàåì

5 =
|3− 2 · 4 + 2 · (−2) +D|√

1 + 4 + 4
, èëè 5 =

|D − 9|
3

, ò. å. 15 = ±(D − 9),

îòêóäà D = 24 è D = −6. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò äâå ïëîñ-
êîñòè: x− 2y + 2z + 24 = 0 è x− 2y + 2z − 6 = 0. J

Ïîä óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè â ïðîñòðàíñòâå ïîíèìàþò óãîë ìåæ-
äó íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ýòèõ ïðÿìûõ.

Âåëè÷èíà îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè

x− x1

m1
=
y − y1

n1
=
z − z1

p1
è

x− x2

m2
=
y − y2

n2
=
z − z2

p2

îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû

cosϕ =
|m1m2 + n1n2 + p1p2|√

m2
1 + n2

1 + p2
1 ·
√
m2

2 + n2
2 + p2

2

. (2.56)

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ :

m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0. (2.57)

Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ èìååò âèä

~s1 ‖ ~s2 ∦
−−−−→
M1M2, (2.58)

à óñëîâèå èõ ñîâïàäåíèÿ �

~s1 ‖ ~s2 ‖
−−−−→
M1M2, (2.59)

ãäå ~s1 = (m1;n1; p1) è ~s2 = (m2;n2; p2)�íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû
ïðÿìûõ, òî÷êèM1(x1; y1; z1) èM2(x2; y2; z2) ïðèíàäëåæàò ïðÿìûì.

Óñëîâèåì, ïðè êîòîðîì äâå ïðÿìûå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè
(óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ ), ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

m1 n1 p1

m2 n2 p2

∣∣∣∣∣∣ = 0, (2.60)
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ïðè ýòîì åñëè ~s1 ∦ ~s2, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè óñëîâèå (2.60)
íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðÿìûå ñêðåùèâàþùèåñÿ.

Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M1(x1; y1; z1) äî ïðÿìîé (2.47), ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó M0(x0; y0; z0) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~s = (m;n; p),
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
|~s×
−−−−→
M0M1

~s
. (2.61)

Ïðèìåð 15. Íàéòè âåëè÷èíó îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè

x− 4

−3
=
y + 1

1
=
z − 5

−2
è

{
x− y + 2z − 8 = 0,
2x+ y − z + 3 = 0.

I Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïåðâîé ïðÿìîé åñòü ~s1 = (−3; 1;−2).
Íàõîäèì íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ~s2 âòîðîé ïðÿìîé:

~s2 =

(∣∣∣∣−1 2
1 −1

∣∣∣∣ ;− ∣∣∣∣1 2
2 −1

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣1 −1
2 1

∣∣∣∣) , ò. å. ~s2 = (−1; 5; 3).

Ïî ôîðìóëå (2.56) íàõîäèì

cosϕ =
| − 3 · (−1) + 1 · 5− 2 · 3|√

9 + 1 + 4 ·
√

1 + 25 + 9
=

√
10

35
,

ïîýòîìó ϕ = arccos
√

10
35 ≈ 84◦49′. J

Ïðèìåð 16. Â óðàâíåíèÿõ ïðÿìîé x
2 = y

−3 = z
p îïðåäåëèòü

ïàðàìåòð p òàê, ÷òîáû ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàëàñü ñ ïðÿìîé x+1
3 =

= y+5
2 = z

1 , è íàéòè òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ.
I Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà p èñïîëüçóåì óñëîâèå (2.60) ïå-

ðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ; ïîëàãàÿ x1 = −1, y1 = −5, z1 = 0, x2 = 0,
y2 = 0, z2 = 0, m1 = 3, n1 = 2, p1 = 1, m2 = 2, n2 = −3, p2 = p,
ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣

1 5 0
3 2 1
2 −3 p

∣∣∣∣∣∣ = 0, èëè 2p+ 10 + 3− 15p = 0, ò. å. p = 1.

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ x
2 = y

−3 =

= z
1 è x+1

3 = y+5
2 = z

1 , âûðàçèì èç ïåðâûõ óðàâíåíèé x è y ÷åðåç z:
x = 2z, y = −3z. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ðàâåíñòâî x+1

3 = y+5
2 ,

èìååì 2z+1
3 = −3z+5

2 , îòêóäà z = 1. Çíàÿ z, íàõîäèì x = 2 · 1 = 2,
y = −3 · 1 = −3. Ñëåäîâàòåëüíî, M(2;−3; 1). J
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Óãëîì ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó
ïðÿìîé è å¼ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü.

Âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïðÿìîé

x− x0

m
=
y − y0

n
=
z − z0

p

è ïëîñêîñòüþ
Ax+By + Cz +D = 0

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

sinϕ =
|Am+Bn+ Cp|√

m2 + n2 + p2 ·
√
A2 +B2 + C2

; (2.62)

óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè:

A

m
=
B

n
=
C

p
; (2.63)

óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè:{
Am+Bn+ Cp = 0;
Ax0 +By0 + Cz0 +D 6= 0;

(2.64)

óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé ïëîñêîñòè:{
Am+Bn+ Cp = 0;
Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.

(2.65)

Åñëè Am + Bn + Cp 6= 0, òî ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòüþ íóæíî ðå-
øèòü ñîâìåñòíî èõ óðàâíåíèÿ. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé, òî êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

x = x0 +mt,
y = y0 + n t,
z = z0 + p t,
Ax+By + Cz +D = 0.

(2.66)

Ïðèìåð 17. Íàéòè âåëè÷èíó óãëà ìåæäó ïðÿìîé x−3
1 = y−1

1 =
= z+5
−2 è ïëîñêîñòüþ 4x− 2y − 2z − 3 = 0.
I Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.62), íàõîäèì

sinϕ =
|4 · 1− 2 · 1− 2 · (−2)|√
1 + 1 + 4 ·

√
16 + 4 + 4

=
6√

6 ·
√

24
=

1

2
.

Çíà÷èò, ϕ = π
6 . J
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Ïðèìåð 18. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè M(1; 1; 1) íà ïëîñêîñòü
x+ y − 2z − 6 = 0.

I Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ëþáîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M : x−1

m = y−1
n = z−1

p . Êîîðäèíàòû (m,n, p) íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà
ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè, ìîæíî çàìåíèòü êîîðäèíà-
òàìè íîðìàëüíîãî âåêòîðà ~n = (1; 1;−2) äàííîé ïëîñêîñòè. Òîãäà
ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé çàïèøóòñÿ â âèäå x = t+1,
y = t+ 1, z = −2t+ 1.

Íàéä¼ì ïðîåêöèþ òî÷êè M íà äàííóþ ïëîñêîñòü, ðåøèâ ñîâ-
ìåñòíî óðàâíåíèÿ 

x+ y − 2z − 6 = 0,
x = t+ 1,
y = t+ 1,
z = −2t+ 1.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ x, y è z â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, íàéä¼ì

(t+ 1) + (t+ 1)− 2(−2t+ 1)− 6 = 0, èëè 6t− 6 = 0, ò. å. t = 1.

Îòêóäà x = 1 + 1 = 2, y = 1 + 1 = 2, z = −2 · 1 + 1 = −1, ò. å.
êîîðäèíàòû ïðîåêöèè (2, 2,−1). J

Óïðàæíåíèÿ

2.67. Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
A(8; 0; 6), B(2;−4; 2) è C(6;−6;−2) ïðÿìîóãîëüíûé.

2.68. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(1;−1; 3), B(−5; 2;−6),
C(2; 1;−2). Íàéòè äëèíó áèññåêòðèñû åãî âíóòðåííåãî óãëà ïðè âåð-
øèíå A.

2.69. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè Oxy è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(7;−3; 5).

2.70. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü Oz
è ÷åðåç òî÷êó B(−3; 1;−2).

2.71. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé îñè Ox è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè M1(4, 0,−2) è M2(5, 1, 7).

2.72. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó C(2; 1;−1) è èìåþùåé íîðìàëüíûé âåêòîð ~n = (1;−2; 3).

2.73. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó D(3, 4,−5) ïàðàëëåëüíî äâóì âåêòîðàì: ~a = (3; 1;−1) è ~b =
= (1;−2; 1).

2.74. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè M1(2; 0;−1), M2(−3; 1; 3) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~s = (1; 2;−1).
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2.75. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó N(2;−1; 4) è îòñåêàåò íà îñè OZ îòðåçîê, âäâîå áîëüøèé,
÷åì íà îñÿõ Ox è Oy.

2.76. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó
~s = (2; 1;−1) è îòñåêàþùåé íà îñÿõ Ox è Oy îòðåçêè a = 3 è b = −2.

2.77. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå
òî÷êè M1(1, 1, 1) è M2(2, 3, 4), ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè 2x −
− 7y + 5z + 9 = 0.

2.78. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó M(1; 0; 3) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê äâóì ïëîñêîñòÿì: x + y + z −
− 8 = 0 è 2x− y + 4z + 5 = 0.

2.79. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ëèíèþ ïå-
ðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé x− 2y + 3z − 4 = 0 è x+ y − 5z + 9 = 0,
è ïàðàëëåëüíîé îñè Ox.

2.80. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, çíàÿ, ÷òî òî÷êà
P (4;−3; 12) ñëóæèò îñíîâàíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî
èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ýòó ïëîñêîñòü.

2.81. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó M(5; 3; 4) è ïàðàëëåëüíà âåêòîðó ~s = (2; 5;−8).

2.82. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó M(1; 1; 1) è ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðàì ~s1 = (2; 3; 1) è ~s2 =
= (3; 1; 2).

2.83. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-

êó M0(2, 0,−3) è ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé
{

2x− y + 3z − 11 = 0,
5x+ 4y − z + 8 = 0.

2.84. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-

êó M(−2; 3; 4) è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìûì
x− 2

1
=

y + 1

−1
=

z

2
è
x

2
=

=
y + 2

1
=

z − 1

3
.

2.85. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó M(1; 3;−2) è îáðàçóþùåé ñ îñÿìè Ox, Oy , Oz óãëû
120◦, 60◦, 45◦ ñîîòâåòñòâåííî.

2.86. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(−3; 2; 8), B(−7; 0; 3),
C(3; 4; 5). Ñîñòàâèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ åãî ìåäèàíû, ïðî-
âåä¼ííîé èç âåðøèíû A.

2.87. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó M(1;−1; 2) è ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì
x− 1

2
=

y

−1
=

z + 3

1
è

x+ 2

−2
=

y − 1

1
=

z + 1

3
.

2.88. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿ-
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ìóþ
x− 2

5
=

y − 3

1
=

z + 1

2
è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè x+ 4y−

− 3z + 7 = 0.
2.89. Ñîñòàâèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç òî÷êó M(2;−1; 3) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè 3x+
+ y − z − 8 = 0.

2.90. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè Oxy, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïåðïåíäè-

êóëÿðíîé ê ïðÿìîé
x− 1

1
=

y + 2

−2
=

z − 4

3
.

2.91. Çàïèñàòü îáùèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé, äåëÿùèõ ïîïîëàì
äâóãðàííûå óãëû ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 3x−y+7z−4 = 0 è 5x+3y−
− 5z + 2 = 0.

2.92. Íàéòè òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P (2;−5; 7) îòíîñèòåëü-
íî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(5; 4; 6) è M2(−2;−17;−8).

2.93. Íàéòè òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå M(−2; 0; 3) îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîñòè 2x− 2y + 10z + 1 = 0.

2.94. Âû÷èñëèòü îñòðûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùè-
ìè ÷åðåç òî÷êó M(1;−1;−1), îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îñü Ox, à
äðóãàÿ � îñü Oz.

2.95. Íàéòè âåëè÷èíó îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè{
x− y + 2 = 0,
2x+ y − z − 6 = 0

è
{
x+ y + z − 1 = 0,
x− y + 3z + 1 = 0.

2.96. Íàéòè âåëè÷èíó îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìîé{
x− 2y + 3 = 0,
3y + z − 1 = 0

è ïëîñêîñòüþ 2x+ 3y − z + 1 = 0.

2.97. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êèM0(1;−1; 2) äî ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(1; 5;−7), M2(−3; 6; 3), M3(−2; 7; 3).

2.98. Âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè
x− 2

3
=

y + 1

4
=

z

2

è
x− 7

3
=

y − 1

4
=

z − 3

2
.

2.99. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä, ãðàíè êîòîðîãî ëåæàò â
ïëîñêîñòÿõ 8x − 4y + 5z − 7 = 0, 3x + y − 4z + 13 = 0, 11x + 47y +
+ 20z + 2 = 0, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì.

2.100. Ïåðåñåêàþòñÿ ëè ïðÿìûå
x+ 2

−1
=

y − 3

2
=

z − 4

3
è

x

3
=

=
y + 4

2
=

z − 3

5
?

2.101. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ C è D ïðÿìàÿ
x− 3

2
=

y − 3

−3
=

z

7
ëåæèò â ïëîñêîñòè 2x− y + Cz +D = 0?
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2.4. Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ëèíèåé (êðèâîé) âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
ïëîñêîñòè, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò àë-
ãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ âòîðîé ñòåïåíè

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, (2.67)

ãäå A, B, C, D, E, F �ïîñòîÿííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, A2+B2+
+ C2 6= 0. Óðàâíåíèå (2.67) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ëèíèè
âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (2.67).
1. Îêðóæíîñòü.Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìå-

ñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äàííîé òî÷êè, íàçûâàå-
ìîé öåíòðîì. Åñëè r�ðàäèóñ îêðóæíîñòè, à òî÷êà C(x0; y0)� å¼
öåíòð, òî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè èìååò âèä

(x− x0)2 + (y − y0)2 = r2. (2.68)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè öåíòð îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäè-
íàò, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò âèä

x2 + y2 = r2.

Åñëè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.68) ðàñêðûòü ñêîáêè, òî ïîëó-
÷èòñÿ óðàâíåíèå âèäà

x2 + y2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, (2.69)

ãäå D = −x0, E = −y0, F = x2
0 + y2

0 − r2.
Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.69) îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü, åñëè

D2 + E2 − F > 0. Åñëè D2 + E2 − F = 0, òî óêàçàííîå óðàâíåíèå
îïðåäåëÿåò òî÷êó (−D,−E), à åñëè D2 +E2−F < 0, òî îíî íå èìå-
åò ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå
îïðåäåëÿåò ìíèìóþ îêðóæíîñòü.

Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñîäåðæèò ñòàðøèå
÷ëåíû x2 è y2 ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è â í¼ì îòñóòñòâóåò ÷ëåí
ñ ïðîèçâåäåíèåì x íà y.
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Ïðèìåð 1. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè
2x2 + 2y2 − 8x+ 5y − 4 = 0.

I Ðàçäåëèâ óðàâíåíèå íà 2 è ñãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû óðàâíåíèÿ,
ïîëó÷èì x2 − 4x + y2 + 5

2y = 2. Äîïîëíèì âûðàæåíèÿ x2 − 4x è
y2 + 5

2y äî ïîëíûõ êâàäðàòîâ, ïðèáàâèâ ê ïåðâîìó äâó÷ëåíó 22 è êî

âòîðîìó
(

5
4

)2
(îäíîâðåìåííî ê ïðàâîé ÷àñòè ïðèáàâëÿåòñÿ ñóììà

ýòèõ ÷èñåë):

(x2 − 4x+ 4) +
(
y2 +

5

2
y +

25

16

)
= 2 + 4 +

25

16
,

èëè

(x− 2)2 +
(
y +

5

4

)2

=
121

16
.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè x0 = 2, y0 = − 5
4 , à

ðàäèóñ îêðóæíîñòè r = 11
4 . J

Ïðèìåð 2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êè A(5; 0) è B(1; 4), åñëè å¼ öåíòð ëåæèò íà ïðÿìîé x+ y −
− 3 = 0.

I Öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
õîðäå AB. Íàéä¼ì êîîðäèíàòû òî÷êè M � ñåðåäèíû îòðåçêà AB;
èìååì xM = 5+1

2 = 3, yM = 4+0
2 = 2, ò. å. M(3; 2). Òàê êàê íîð-

ìàëüíûì âåêòîðîì ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð−−→
AB = (1 − 5; 4 − 0) = (−4; 4), òî óðàâíåíèå ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà
èìååò âèä

−4(x− 3) + 4(y − 2) = 0, ò. å. x− y − 1 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè C åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìîé x+ y − 3 = 0 ñ óêàçàííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì, ò. å. êîîðäèíàòû
öåíòðà îïðåäåëÿþòñÿ ïóò¼ì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé{

x+ y − 3 = 0,
x− y − 1 = 0,

èëè
{

2x− 4 = 0,
2y − 2 = 0,

ò. å.
{
x = 2,
y = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, C(2; 1). Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí äëèíå îòðåçêà
CA, ò. å. r =

√
(5− 2)2 + (1− 0)2 =

√
10. Èòàê, èñêîìîå óðàâíåíèå

èìååò âèä (x− 2)2 + (y − 1)2 = 10. J

82



2. Ýëëèïñ. Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê
ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé îò äâóõ ôèêñèðîâàííûõ
òî÷åê ïëîñêîñòè, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ,
áîëüøàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè.

Ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a è b, öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è âåð-
øèíàìè A1, A2, B1, B2, ðàñïîëîæåííûìè íà îñÿõ êîîðäèíàò, îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì (êàíîíè÷åñêèì) óðàâíåíèåì:

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (2.70)

Íà ðèñ. 2.11 èçîáðàæ¼í ýëëèïñ, ó êîòîðîãî a > b (a� áîëüøàÿ
ïîëóîñü, b�ìàëàÿ), à íà ðèñóíêå 2.12 � ýëëèïñ, ó êîòîðîãî a < b
(a�ìàëàÿ ïîëóîñü, b� áîëüøàÿ). Îñè êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ îñÿìè
ñèììåòðèè ýëëèïñà, à íà÷àëî êîîðäèíàò � öåíòðîì ñèììåòðèè.

Ðèñ. 2.11 Ðèñ. 2.12

Ðàññòîÿíèÿ r1 è r2 îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ýëëèïñà äî ôîêó-
ñîâ F1 è F2 íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè ýòîé òî÷êè. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ ýëëèïñà äëÿ ëþáîé åãî òî÷êè r1 + r2 = 2a â ñëó÷àå
a > b èëè r1 + r2 = 2b â ñëó÷àå a < b. Åñëè ïîëîâèíó ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ôîêóñàìè (ïîëóôîêóñíîå ðàññòîÿíèå) îáîçíà÷èòü ÷åðåç c,
òî

b2 = a2 − c2 (a > b) è a2 = b2 − c2 (a < b). (2.71)
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Ôîðìà ýëëèïñà (ìåðà åãî ñæàòèÿ) õàðàêòåðèçóåòñÿ åãî ýêñöåí-
òðèñèòåòîì ε� îòíîøåíèåì ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ (ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ôîêóñàìè) ê áîëüøîé îñè:

ε =
c

a
(a > b) è ε =

c

b
(a < b). (2.72)

Â ëþáîì ñëó÷àå 0 6 ε < 1.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà a = b (c = 0, ε = 0, ôîêóñû ñëèâàþò-

ñÿ â îäíîé òî÷êå � öåíòðå), ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü (ñ
óðàâíåíèåì x2 + y2 = a2).

Äëÿ ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

r1 = a+ εx, r2 = a− εx,

åñëè a > b, èëè
r1 = b+ εy, r2 = b− εy,

åñëè a < b.
Äëÿ ýëëèïñà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ îêðóæíîñòüþ, ïðÿìûå d1 è d2,

çàäàííûå â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿìè

x = ±a
ε

= ±a
2

c
(a > b) è y = ± b

ε
= ±b

2

c
(a < b), (2.73)

íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà. Êîãäà ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-
íîñòüþ, äèðåêòðèñ íåò (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèðåêòðèñû áåñêîíå÷íî
óäàëåíû).

Ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì ýëëèïñà íàçûâàåòñÿ ïîëîâèíà äëèíû
õîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ôîêóñ è ïåðïåíäèêóëÿðíîé áîëüøîé îñè
ýëëèïñà:

p =
b2

a
(a > b) è p =

a2

b
(a < b). (2.74)

Ôîêàëüíûé ïàðàìåòð îêðóæíîñòè, î÷åâèäíî, ðàâåí å¼ ðàäèóñó. Ñ
ïîìîùüþ ôîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñîì è äè-
ðåêòðèñîé ýëëèïñà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∆ =
p

ε
.

Óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì, èìå-
åò âèä

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1, (2.75)

ãäå (x0; y0)�êîîðäèíàòû öåíòðà ýëëèïñà.
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Ïðèìåð 3. Äàíî óðàâíåíèå ýëëèïñà 24x2+49y2 = 1176. Íàéòè:
1) äëèíû åãî ïîëóîñåé; 2) êîîðäèíàòû ôîêóñîâ; 3) ýêñöåíòðèñèòåò
ýëëèïñà; 4) óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè; 5) ôî-
êàëüíûé ïàðàìåòð ýëëèïñà è ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñîì è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äèðåêòðèñîé; 6) òî÷êè ýëëèïñà, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ
äî ëåâîãî ôîêóñà ðàâíî 12.

I Çàïèøåì óðàâíåíèå ýëëèïñà â âèäå (2.70), ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè
íà 1176:

x2

49
+
y2

24
= 1.

1) Îòñþäà a2 = 49, b2 = 24, ò. å. a = 7, b = 2
√

6 (a > b).
2) Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.71), íàõîäèì c2 = 72−(2

√
6)2 = 25,

c = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, F1(−5; 0) è F2(5; 0).
3) Ïî ôîðìóëå (2.72) íàõîäèì ε = 5

7 .
4) Óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ (2.73) èìåþò âèä x = ± 7

5
7

, ò. å. x = 49
5

è x = − 49
5 ; ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè d = 49

5 −
(
− 49

5

)
= 98

5 = 19,6.
5) Ïî ôîðìóëå (2.74), íàõîäèì p = 24

7 è ∆ = 24
7 : 5

7 = 24
5 = 4,8.

6) Ïî ôîðìóëå r1 = a+ ε x íàõîäèì àáñöèññó òî÷åê, ðàññòîÿíèå
îò êîòîðûõ äî òî÷êè F1 ðàâíî 12: 12 = 7+ 5

7 x, ò. å. x = 7. Ïîäñòàâëÿÿ
íàéäåííîå çíà÷åíèå x â óðàâíåíèå ýëëèïñà, íàéä¼ì îðäèíàòû ýòèõ
òî÷åê: 24·49+49y2 = 1179, èëè 49y2 = 0, ò. å. y = 0. Óñëîâèþ çàäà÷è
óäîâëåòâîðÿåò òî÷êà A(7; 0). J

Ïðèìåð 4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
òî÷êè M1(2;−4

√
3) è M2(−1; 2

√
15).

I Óðàâíåíèå ýëëèïñà èùåì â âèäå (2.70)

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Òàê êàê ýëëèïñ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè M1 è M2, òî èõ êîîðäèíàòû

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýëëèïñà
4

a2
+

48

b2
= 1 è

1

a2
+

60

b2
= 1.

Óìíîæàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî íà (−4) è ñêëàäûâàÿ ñ ïåðâûì, íàõîäèì

−192

b2
= −3, ò. å. b2 = 64. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå b2 â ïåðâîå

óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì
4

a2
+

48

64
= 1, îòêóäà a2 = 16. Òàêèì îáðàçîì,

èñêîìîå óðàâíåíèå ýëëèïñà åñòü
x2

16
+

y2

64
= 1. J
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3. Ãèïåðáîëà. Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàñ-
ñòîÿíèé îò äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê ïëîñêîñòè, íàçûâàåìûõ ôî-
êóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ìåíüøàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó
ôîêóñàìè.

Ãèïåðáîëà ñ äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ a, ìíèìîé ïîëóîñüþ b,
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è âåðøèíàìèA1 èA2 íà îñèOx (ðèñ. 2.13)
èìååò ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå:

x2

a2
− y2

b2
= 1. (2.76)

A
2

M

F
2

a
c

b

a2
c

A
1F

1

r
2

r
1

d
2

d
1

O

B
1

B
2

x

y

B
1

F
2

F
1

B
2

b
c

a

d
2

d
1

b2
c

A
1

A
2 x

y

O

Ðèñ. 2.13 Ðèñ. 2.14

Ãèïåðáîëà ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé è ðàñïîëîæåíà ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò. Îòðåçêè A1A2 (|A1A2| = 2a) è
B1B2 (|B1B2| = 2b) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíîé
è ìíèìîé îñÿìè ãèïåðáîëû. Ðàññòîÿíèå |F1F2| = 2c íàçûâàåòñÿ
ôîêóñíûì (ôîêàëüíûì) ðàññòîÿíèåì ãèïåðáîëû, à îñü, íà êîòîðîé
ëåæàò ôîêóñû, �ôîêàëüíîé îñüþ ãèïåðáîëû. ×èñëà a, b è c ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

c2 = a2 + b2. (2.77)

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ãèïåðáîëû, åñëè ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè ãèïåðáîëû äî ýòîé ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óäàëåíèè
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òî÷êè âäîëü âåòâè ãèïåðáîëû â áåñêîíå÷íîñòü. Ãèïåðáîëà èìååò äâå
àñèìïòîòû, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ

y = ± b
a
x. (2.78)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîò ãèïåðáîëû ñòðîÿò îñíîâíîé ïðÿìîóãîëü-
íèê ãèïåðáîëû ñî ñòîðîíàìè x = a, x = −a, y = b, y = −b. Ïðÿìûå,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû ýòîãî ïðÿìîóãîëüíè-
êà, ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû.

Ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ôîêóñíî-
ãî ðàññòîÿíèÿ ê äåéñòâèòåëüíîé îñè:

ε =
c

a
> 1. (2.79)

Ôîêàëüíûå ðàäèóñû ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè

r1 = ε x+ a, r2 = ε x− a;

ëåâîé âåòâè �
r1 = −ε x− a, r2 = −ε x+ a.

Äâå ïðÿìûå d1 è d2, ïàðàëëåëüíûå ìíèìîé îñè ãèïåðáîëû è îò-
ñòîÿùèå îò íå¼ íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì

a

ε
, íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè

ãèïåðáîëû. Èõ óðàâíåíèÿ

x = ±a
ε

= ±a
2

c
. (2.80)

Ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ ïîëîâèíà äëèíû
õîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ôîêóñ è ïåðïåíäèêóëÿðíîé äåéñòâèòåëü-
íîé îñè ãèïåðáîëû:

p =
b2

a
. (2.81)

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñîì è äè-
ðåêòðèñîé ãèïåðáîëû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

∆ =
p

ε
.

Åñëè a = b, òî óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ïðèíèìàåò âèä x2−y2 = a2.
Òàêàÿ ãèïåðáîëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîáî÷íîé. Å¼ àñèìïòîòû îáðàçóþò
ïðÿìîé óãîë. Åñëè çà îñè êîîðäèíàò ïðèíÿòü àñèìïòîòû ðàâíîáî÷-
íîé ãèïåðáîëû, òî å¼ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä xy = k (k = ±a2/2; ïðè
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k > 0 ãèïåðáîëà ðàñïîëîæåíà â I è III ÷åòâåðòÿõ; ïðè k < 0� âî II
è IV ÷åòâåðòÿõ). Òàê êàê óðàâíåíèå xy = k ìîæíî ïåðåïèñàòü â âè-

äå y =
k

x
, òî ðàâíîáî÷íàÿ ãèïåðáîëà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îáðàòíîé

ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âåëè÷èíàìè x è y.
Óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= −1

(
èëè

y2

b2
− x2

a2
= 1

)
(2.82)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëû, íî äåéñòâèòåëüíîé îñüþ
ýòîé ãèïåðáîëû ñëóæèò îòðåçîê îñè Oy äëèíîé 2b. Ýêñöåíòðèñèòåò

ýòîé ãèïåðáîëû ðàâåí ε =
c

b
, ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p =

a2

b
, àñèìï-

òîòû îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè y = ± b
a
x, óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ

y = ± bε ; îíà èìååò âèä, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.14.

Äâå ãèïåðáîëû
x2

a2
− y2

b2
= 1 è

x2

a2
− y2

b2
= −1 èìåþò îäíè è òå

æå ïîëóîñè è îäíè è òå æå àñèìïòîòû, íî äåéñòâèòåëüíàÿ îñü îä-
íîé ñëóæèò ìíèìîé îñüþ äðóãîé, è íàîáîðîò. Òàêèå äâå ãèïåðáîëû
íàçûâàþò ñîïðÿæ¼ííûìè.

Óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñ îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì,
èìååò âèä

(x− x0)2

a2
− (y − y0)2

b2
= 1, (2.83)

ãäå (x0; y0)�êîîðäèíàòû öåíòðà ãèïåðáîëû.

Ïðèìåð 5. Äàíî óðàâíåíèå ãèïåðáîëû 5x2− 4y2 = 20. Íàéòè:
1) äëèíû åãî ïîëóîñåé; 2) êîîðäèíàòû ôîêóñîâ; 3) ýêñöåíòðèñè-
òåò ãèïåðáîëû; 4) ôîêàëüíûé ïàðàìåòð ãèïåðáîëû; 5) óðàâíåíèÿ
àñèìïòîò è äèðåêòðèñ; 6) ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷êè M(3; 2,5)

I Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 20, ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå ãè-
ïåðáîëû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (2.76):

x2

4
− y2

5
= 1.

Îòñþäà:
1) a2 = 4, b2 = 5, ò. å. a = 2, b =

√
5;

2) èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.77), íàõîäèì c2 = 4 + 5, ò. å. c = 3.
Îòñþäà íàõîäèì ôîêóñû ãèïåðáîëû F1(−3; 0) è F2(3; 0);

3) ïî ôîðìóëå (2.79) íàõîäèì ε =
3

2
;
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4) ïî ôîðìóëå (2.81) íàõîäèì p =
5

2
;

5) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò è äèðåêòðèñ íàéä¼ì ïî ôîðìóëàì (2.78)

è (2.80): y = ±
√

5

2
x è x = ±4

3
;

6) òî÷êà M ëåæèò íà ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû (x = 3 > 0),
ïîýòîìó r1 = ε x+ a = 3

2 · 3 + 2 = 6,5, r2 = ε x− a = 3
2 · 3− 2 = 2,5. J

Ïðèìåð 6. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè å¼ ôîêóñû
ëåæàò íà îñè Oy è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî 10, à äëèíà äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè ðàâíà 8.

IÈñêîìîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä (2.82). Ñîãëàñíî óñëî-
âèþ 2c = 10 è 2b = 8, ò. å. c = 5, b = 4. Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.77) íàéä¼ì
ìíèìóþ ïîëóîñü a: a2 = c2 − b2 = 25− 16 = 9, ò. å. a = 3. Ïîëó÷àåì
x2

9
− y2

16 = −1� óðàâíåíèå ãèïåðáîëû. J

4. Ïàðàáîëà. Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî-
÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå îò íåêîòîðîé ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êè ïëîñêîñòè, íàçûâàåìîé ôîêóñîì, ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ôîêóñ, íà-
çûâàåìîé äèðåêòðèñîé.

Ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñèììåòðè÷íàÿ îòíî-
ñèòåëüíî îñè Ox (ðèñ. 2.15), èìååò ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå:

y2 = 2px, (2.84)

ãäå ÷èñëî p > 0, ðàâíîå ðàññòîÿíèþ îò ôîêóñà F äî äèðåêòðèñû d,
íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû.

Ôîêóñîì ïàðàáîëû (2.84) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

F
(p

2
; 0
)

; (2.85)

óðàâíåíèå äèðåêòðèñû ïàðàáîëû èìååò âèä

x = −p
2

; (2.86)

ôîêàëüíûé ðàäèóñ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r = x+
p

2
. (2.87)

Ïàðàáîëà, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oy è ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 2.15), èìååò óðàâíåíèå

x2 = 2py. (2.88)
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Ôîêóñîì ïàðàáîëû (2.88) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

F
(

0;
p

2

)
; (2.89)

óðàâíåíèå äèðåêòðèñû ïàðàáîëû èìååò âèä

y = −p
2

; (2.90)

ôîêàëüíûé ðàäèóñ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r = y +
p

2
. (2.91)

Íà ðèñ. 2.17 è 2.18 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ïàðàáîë y2 = −2px è
x2 = −2py ñîîòâåòñòâåííî.

Óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì,
èìååò âèä

(y − y0)2 = 2p(x− x0), (2.92)

ãäå (x0; y0)�êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû.

Ïðèìåð 7. Äàíà ïàðàáîëà x2 = 4y. Íàéòè êîîðäèíàòû å¼
ôîêóñà, óðàâíåíèå äèðåêòðèñû, äëèíó ôîêàëüíîãî ðàäèóñà òî÷êè
M(4; 4).

I Ïàðàáîëà çàäàíà êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì (2.84). Ñëåäîâà-
òåëüíî, 2p = 4, p = 2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.85), (2.86), (2.87), íà-
õîäèì, ÷òî ôîêóñ èìååò êîîðäèíàòû F (0; 1); óðàâíåíèå äèðåêòðèñû
åñòü x = −1; ôîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè M ðàâåí r = 4 + 1 = 5. J
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Ïðèìåð 8. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ âåðøèíîé â íà-
÷àëå êîîðäèíàò, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy è îòñåêàþùåé
íà áèññåêòðèñå I è III êîîðäèíàòíûõ óãëîâ õîðäó äëèíîé 8

√
2.

I Èñêîìîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû x2 = 2py, óðàâíåíèå áèññåê-
òðèñû y = x. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáî-
ëû ñ áèññåêòðèñîé: O(0; 0) è M(2p; 2p). Äëèíà õîðäû îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè: 8

√
2 =

√
4p2 + 4p2, îòêóäà

2p = 8. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå óðàâíåíèå èìååò âèä x2 = 8y. J

Äèðåêòðèñû, ôîêóñû è òî÷êè ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû
îáëàäàþò îäíèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ
îò ëþáîé òî÷êèM êðèâîé äî ôîêóñà ê ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî
ñîîòâåòñòâóþùåé âûáðàííîìó ôîêóñó äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíà
ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòåòó êðèâîé. Ó ïàðàáîëû ýêñöåí-
òðèñèòåò ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûì 1. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ïðèíÿòü
çà îïðåäåëåíèå êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 9. Äàíû òî÷êà A(1; 0) è ïðÿìàÿ x = 2. Â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé
à) â äâà ðàçà áëèæå ê òî÷êå A, ÷åì ê äàííîé ïðÿìîé; á) â äâà
ðàçà äàëüøå îò òî÷êè A, ÷åì îò äàííîé ïðÿìîé; â) ðàâíîóäàëåíà
îò òî÷êè A è äàííîé ïðÿìîé.

I Ïóñòü M(x; y)�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èñêîìîé ëèíèè, N � îñ-
íîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êèM íà ïðÿìóþ x = 2.
Î÷åâèäíî, ÷òî N(2; y). Òîãäà
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à) ïî óñëîâèþ 2MA = MN . Ñëåäîâàòåëüíî,

2
√

(x− 1)2 + y2 =
√

(x− 2)2,

4(x2 − 2x+ 1 + y2) = x2 − 4x+ 4, 3x2 + 4y2 − 4x = 0,

3
(
x2 − 4

3
x+

4

9

)
+ 4y2 =

4

3
, 3

(
x− 2

3

)2

+ 4y2 =
4

3
,

(x− 2/3)2

4/9
+

y2

1/3
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ëèíèÿ� ýëëèïñ. Òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ ïðà-
âûì ôîêóñîì, à ïðÿìàÿ x = 2�ïðàâàÿ äèðåêòðèñà;

á) ïî óñëîâèþ MA = 2MN . Ñëåäîâàòåëüíî,√
(x− 1)2 + y2 = 2

√
(x− 2)2,

x2 − 2x+ 1 + y2 = 4(x2 − 4x+ 4), 3x2 − y2 − 14x+ 15 = 0,

3
(
x2 − 14

3
x+

49

9

)
− y2 =

49

3
− 15, 3

(
x− 7

3

)2

− y2 =
4

3
,

(x− 7/3)2

4/9
− y2

4/3
= 1,

ò. å. äàííàÿ ëèíèÿ� ãèïåðáîëà. Òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ å¼ ëåâûì ôî-
êóñîì, x = 2�ëåâàÿ äèðåêòðèñà;

â) ïî óñëîâèþ MA = MN . Ñëåäîâàòåëüíî,√
(x− 1)2 + y2 =

√
(x− 2)2,

x2 − 2x+ 1 + y2 = x2 − 4x+ 4, y2 = −2x+ 3,

y2 = −2
(
x− 3

2

)
.

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïàðàáîëû. Òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ ôîêóñîì, ïðÿ-
ìàÿ x = 2�äèðåêòðèñà. J
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Ïðèâåäåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ ëèíèè âòîðîãî
ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Åñëè â îáùåì óðàâíåíèè ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, (2.93)

êîýôôèöèåíò B 6= 0, òî ïîâîðîòîì îñåé êîîðäèíàò íà óãîë α ïî
ôîðìóëàì {

x = x′ · cosα− y′ · sinα,
y = x′ · sinα+ y′ · cosα,

ãäå cosα è sinα îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

cosα =
1√

1 + tg2 α
, sinα =

tgα√
1 + tg2 α

,

tgα =
(C −A)±

√
(C −A)2 + 4B2

2B
,

ïîëó÷àåì ïÿòè÷ëåííîå óðàâíåíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

A′x′
2

+ C ′y′
2

+ 2D′x′ + 2E′y′ + F = 0. (2.94)

Îíî îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè x′Oy′ ýëëèïñ, ãèïåðáîëó èëè ïàðàáî-
ëó (ñ âîçìîæíûìè ñëó÷àÿìè ðàñïàäà è âûðîæäåíèÿ ýòèõ ëèíèé) ñ
îñÿìè ñèììåòðèè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A′ è C ′.

1. Ïóñòü A′C ′ > 0; òîãäà îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì óðàâíåíèåì ëèíèÿ
åñòü ýëëèïñ (äåéñòâèòåëüíûé, ìíèìûé èëè âûðîäèâøèéñÿ â òî÷êó);
ïðè A′ = C ′ ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü.

2. Ïóñòü A′C ′ < 0; òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãè-
ïåðáîëîé, êîòîðàÿ ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿ-
ìûå, åñëè ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.

3. Ïóñòü A′C ′ = 0; òîãäà óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïàðàáîëó, êî-
òîðàÿ ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå (äåéñòâè-
òåëüíûå ðàçëè÷íûå, äåéñòâèòåëüíûå ñëèâøèåñÿ èëè ìíèìûå), åñëè
ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæèò ëèáî x, ëèáî y.

Óðàâíåíèå (2.94) ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îñåé êîîðäèíàò ïî
ôîðìóëàì {

x′ = x′′ + x′0,
y′ = y′′ + y′0,

(2.95)
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ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

A′x′′
2

+ C ′y′′
2

= f

â ñëó÷àå A′C ′ 6= 0 è

A′x′′
2

+ 2E′y′′ = 0 (èëè C ′y′′2 + 2D′x′′ = 0)

â ñëó÷àå A′C ′ = 0, êîòîðûå ëåãêî ïðèâîäÿòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
Ïî âèäó ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ îáíàðóæèâàþòñÿ è ñëó÷àè ðàñïàäà
èëè âûðîæäåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû èëè ïàðàáîëû.

Ïðèìåð 10. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 4x2 + 3y2 − 8x + 12y −
− 32 = 0 îïðåäåëÿåò ýëëèïñ, íàéòè åãî îñè, êîîðäèíàòû öåíòðà,
ýêñöåíòðèñèòåò è ôîêàëüíûé ïàðàìåòð.

I Ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå êðèâîé. Òàê êàê

4x2 + 3y2 − 8x+ 12y − 32 = 4(x2 − 2x) + 3(y2 + 4y)− 32 =

= 4(x2 − 2x+ 1− 1) + 3(y2 + 4y + 4− 4)− 32 =

= 4(x− 1)2 − 4 · 1 + 3(y + 2)2 − 3 · 4− 32,

òî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 4(x−1)2 +3(y+2)2 = 48, ò. å.
(x−1)2

12 + (y+2)2

16 = 1. Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ýëëèïñà âèäà (2.75); åãî
öåíòð ñèììåòðèè èìååò êîîðäèíàòû (1;−2). Èç óðàâíåíèÿ íàõîäèì
a2 = 12, a = 2

√
3 è b2 = 16, b = 4 (b > a). Ïîýòîìó c =

√
b2 − a2 =

=
√

16− 12 = 2. Òàê êàê áîëüøàÿ îñü ýëëèïñà ïàðàëëåëüíà îñè
îðäèíàò, òî ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ε = c

b = 1
2 , à ôîêàëüíûé ïàðà-

ìåòð ýëëèïñà p = a2

b = 12
4 = 3. J

Ïðèìåð 11. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû öåíòðà, ïîëóîñè, ýêñöåí-
òðèñèòåò è ôîêàëüíûé ïàðàìåòð ãèïåðáîëû, çàäàííîé óðàâíåíèåì
2x2 − 3y2 + 12x+ 24y = 0.

IÏðèâåäåì çàäàííîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ê êàíîíè÷åñêîìó âè-
äó. Òàê êàê

2x2 − 3y2 + 12x+ 24y = 2(x2 + 6x)− 3(y2 − 8y) =

= 2(x2 + 6x+ 9− 9)− 3(y2 − 8y + 16− 16) =

= 2(x+ 3)2 − 18− 3(y − 4)2 + 48,
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òî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 2(x+ 3)2 − 3(y − 4)2 = −30,

èëè (x+3)2

15 − (y−4)2

10 = −1. Öåíòð ãèïåðáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå
(−3; 4), äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü b =

√
10, ìíèìàÿ ïîëóîñü a =

√
15.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà ãèïåðáîëû íàéä¼ì ïîëóôîêóñ-
íîå ðàññòîÿíèå c =

√
a2 + b2 =

√
15 + 10 =

√
25 = 5. Òîãäà ε = c

b =

= 5√
10

=
√

25
10 =

√
2,5. Ôîêàëüíûé ïàðàìåòð ãèïåðáîëû p = a2

b =

= 15√
10

=
√

15
10 =

√
1,5. J

Ïðèìåð 12. Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèíû, ôîêóñà è óðàâíåíèå
äèðåêòðèñû ïàðàáîëû y = −2x2 + 8x− 5.

I Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå y = −2x2 + 8x− 5, âûäåëèâ â ïðàâîé
÷àñòè ïîëíûé êâàäðàò:

y = −2
(
x2 − 4x+

5

2

)
= −2

(
x2 − 4x+ 4− 4 +

5

2

)
=

= −2
(

(x− 2)2 − 3

2

)
= −2(x− 2)2 + 3,

ò. å. y − 3 = −2(x − 2)2, èëè (x − 2)2 = − 1
2 (y − 3). Âåòâè ïàðàáî-

ëû íàïðàâëåíû âíèç. Âåðøèíà ïàðàáîëû èìååò êîîðäèíàòû (2; 3);
2p = 1

2 , p = 1
4 . Ïðÿìàÿ x = 2 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû.

Êîîðäèíàòû ôîêóñà xF = 2, yF = 3− p
2 = 3− 1

8 = 23
8 , ò. å. F (2; 23

8 ).
Óðàâíåíèå äèðåêòðèñû y = 3 + p

2 = 3 + 1
8 , ò. å. y = 25

8 . J

Ïðèìåð 13. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèå 52x2+
+ 72xy + 73y2 − 280x− 290y + 325 = 0.

I ×òîáû îñâîáîäèòüñÿ â óðàâíåíèè ëèíèè îò ÷ëåíà ñ ïðîèçâå-
äåíèåì êîîðäèíàò ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà îñåé êîîðäè-
íàò. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì òàíãåíñ óãëà ïîâîðîòà:

tgα =
73− 52±

√
(73− 52)2 + 4 · 362

2 · 36
=

21± 75

72
,

tgα1 =
4

3
, tgα2 = −3

4
.

Ïóñòü tgα =
4

3
, òîãäà

cosα =
1√

1 +
(

4
3

)2 =
3

5
, sinα =

4
3√

1 +
(

4
3

)2 =
4

5
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Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè ïî-
âîðîòà îñåé êîîðäèíàò x =

3

5
x′ − 4

5
y′,

y =
4

5
x′ +

3

5
y′.

Èìååì

52x2 + 72xy + 73y2 − 280x− 290y + 325 = 52
(

3

5
x′ − 4

5
y′
)2

+

+ 72
(

3

5
x′ − 4

5
y′
)(

4

5
x′ +

3

5
y′
)

+ 73
(

4

5
x′ +

3

5
y′
)2

−

− 280
(

3

5
x′ − 4

5
y′
)
− 290

(
4

5
x′ +

3

5
y′
)

+ 325 =

= 100x′
2

+ 25y′
2 − 400x′ + 50y′ + 325 = 0.

¾Óíè÷òîæàåì¿ ëèíåéíûå ÷ëåíû, âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû:

100x′
2

+ 25y′
2 − 400x′ + 50y′ + 325 =

= 100(x′
2 − 4x′ + 4) + 25(y′

2
+ 2y′ + 1)− 400− 25 + 325 =

= 100(x′ − 2)2 + 25(y′ + 1)2 − 100 = 0.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà îñåé êîîðäèíàò{
x′′ = x′ − 2,

y′′ = y′ + 1,

ïîëó÷àåì

100x′′
2

+ 25y′′
2 − 100 = 0, èëè

x′′
2

1
+
y′′

2

4
= 1 (ýëëèïñ). J

Ïðèìåð 14. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà 9x2−
− 24xy + 16y2 − 20x+ 110y − 50 = 0 ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

I ×òîáû èçáàâèòüñÿ â óðàâíåíèè ëèíèè îò ÷ëåíà ñ ïðîèçâåäåíè-
åì êîîðäèíàò, ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà îñåé êîîðäèíàò.
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì óãîë ïîâîðîòà.

tgα =
16− 9±

√
(16− 9)2 + 4 · (−12)2

2 · (−12)
= −7± 25

24
,
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tgα1 = −4

3
, tgα2 =

3

4
.

Ïóñòü tgα =
3

5
, òîãäà

cosα = ± 1√
1 +

(
3
4

)2 = ±4

5
, sinα = ±

3
4√

1 +
(

3
4

)2 = ±3

5
;

âîçüì¼ì îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ cosα è sinα.
Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëà-

ìè ïîâîðîòà îñåé êîîðäèíàòx = −4

5
x′ +

3

5
y′,

y = −3

5
x′ − 4

5
y′.

Èìååì

9x2 − 24xy + 16y2 − 20x+ 110y − 50 = 9
(
−4

5
x′ +

3

5
y′
)2

−

− 24
(
−4

5
x′ +

3

5
y′
)(
−3

5
x′ − 4

5
y′
)

+ 16
(
−3

5
x′ − 4

5
y′
)2

−

− 20
(
−4

5
x′ +

3

5
y′
)

+ 110

(
−3

5
x′ − 4

5
y′
)
− 50 = 0.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì

25y′
2 − 50x′ − 100y′ − 50 = 0, èëè 25

(
y′

2 − 4y′
)
− 50x′ − 50 = 0.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ äîïîëíèì äî ïîëíîãî êâàäðàòà:

25 (y′ − 2)
2

= 50x′ + 50 + 100, èëè (y′ − 2)
2

= 2 (x′ + 3) .

Ïðèíÿâ çà íîâîå íà÷àëî òî÷êó O′(−3; 2), ïðèìåíèì ôîðìóëû ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò {

x′ = x′′ − 3,

y′ = y′′ + 2;

ïîëó÷èì
y′′

2
= 2x′′ (ïàðàáîëà). J
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Óïðàæíåíèÿ

2.102. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû öåíòðîâ è ðàäèóñû îêðóæíî-
ñòåé: 1) x2 + y2 − 8x + 6y = 0; 2) x2 + y2 + 10x − 4y + 29 = 0;
3) x2 + y2 − 4x+ 14y + 54 = 0.

2.103. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè å¼ öåíòð ëåæèò
â òî÷êå C(−4; 5) è îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M(−1; 1).

2.104. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, åñëè êîíöû îäíîãî èç
å¼ äèàìåòðîâ íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ A(3; 9) è B(7; 3).

2.105. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êè A(1; 2), B(0;−1) è C(−3; 0).

2.106. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îáùåé õîðäû îêðóæíîñòåé x2+y2 =
= 16 è (x− 5)2 + y2 = 9.

2.107. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè
(x− 4)2 + (y − 2)2 = 4, ïðîâåä¼ííûõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò.

2.108. Íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû ôîêóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò, ôî-
êàëüíûé ïàðàìåòð è óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ ýëëèïñà 16x2 + 25y2 −
− 400 = 0.

2.109. Íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû ôîêóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò, ôî-
êàëüíûé ïàðàìåòð, óðàâíåíèÿ àñèìïòîò è äèðåêòðèñ ãèïåðáîëû
64x2 − 36y2 + 2304 = 0.

2.110. Íàéòè êîîðäèíàòû ôîêóñà è óðàâíåíèå äèðåêòðèñû ïà-
ðàáîëû y2 − 6x = 0.

2.111. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ôîêóñû êî-
òîðîãî ðàñïîëîæåíû íà îñè àáñöèññ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò, åñëè åãî ìàëàÿ îñü ðàâíà 24, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ôîêóñàìè ðàâíî 10.

2.112. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ôîêóñû êî-
òîðîãî ðàñïîëîæåíû íà îñè àáñöèññ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 6, ýêñöåí-
òðèñèòåò ðàâåí 3/5.

2.113. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ôîêóñû êî-
òîðîãî ðàñïîëîæåíû íà îñè àáñöèññ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 4, ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ðàâíî 5.

2.114. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ôîêóñû êî-
òîðîãî ðàñïîëîæåíû íà îñè àáñöèññ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ðàâíî 32,
ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí 0,5.

2.115. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ôîêóñû êî-
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òîðîãî ðàñïîëîæåíû íà îñè îðäèíàò, åñëè åãî ìàëàÿ ïîëóîñü ðàâíà
2
√

3, êàæäûé èç ôîêóñîâ ðàâíî óäàë¼í îò öåíòðà ýëëèïñà è îò áëè-
æàéøåãî êîíöà ôîêàëüíîé îñè.

2.116. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ôîêóñû êî-
òîðîãî ðàñïîëîæåíû íà îñè îðäèíàò ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 24, ýêñöåí-
òðèñèòåò ðàâåí 12/13.

2.117. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ôîêóñû
êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà îñè àáñöèññ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó å¼ âåðøèíàìè ðàâíî 8,
ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 10.

2.118. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ôîêóñû
êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà îñè àáñöèññ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè å¼ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ðàâíà 5, âåðøè-
íû äåëÿò ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì è ôîêóñîì ïîïîëàì.

2.119. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ôîêóñû
êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà îñè àáñöèññ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè å¼ äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ðàâíà 6, ãèïåðáîëà
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A(9;−4).

2.120. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ôîêóñû
êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà îñè îðäèíàò ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êèM1(−1; 6) èM2(2

√
2; 8).

2.121. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñ ôîêóñà-
ìè íà îñè àáñöèññ, åñëè óðàâíåíèÿ åãî àñèìïòîò èìåþò âèä y = ± 4

3x
è ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ãèïåðáîëû äî êàæäîãî ôîêóñà ðàâíî 10.

2.122. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ôîêóñû
êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà îñè îðäèíàò ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè å¼ ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí 3

2 , ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó äèðåêòðèñàìè ðàâíî 8

3 .
2.123. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè îíà

èìååò ôîêóñ â òî÷êå F (0; 2) è âåðøèíó â òî÷êå O(0; 0).
2.124. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ñèììåò-

ðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,
åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M(1;−4).

2.125. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ñèììåò-
ðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,
åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N(6;−2).

2.126. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ñèììåò-
ðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,
åñëè äëèíà íåêîòîðîé õîðäû ýòîé ïàðàáîëû, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
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àáñöèññ, ðàâíà 16, à ðàññòîÿíèå ýòîé õîðäû îò âåðøèíû ðàâíî 6.
2.127. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ôî-

êóñû ýëëèïñà
x2

4
+
y2

1
= 1 è èìåþùåé öåíòð â åãî âåðõíåé âåðøèíå.

2.128. Äàíà ãèïåðáîëà
x2

13
− y2

3
= 1. Íàéòè ñîôîêóñíûé ýëëèïñ,

ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó M(4;−1,8).
2.129. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, èìåþùåé âåðøèíû â

ôîêóñàõ ýëëèïñà
x2

225
+

y2

144
= 1, à ôîêóñû â åãî âåðøèíàõ.

2.130. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé îò-
ñòîèò îò òî÷êè A(3; 2) íà ðàññòîÿíèè, â òðè ðàçà áîëüøåì, ÷åì îò
òî÷êè B(−1; 0).

2.131. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ êî-
òîðûõ îò òî÷êè A(0; 1) â äâà ðàçà ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî ïðÿìîé
y − 4 = 0.

2.132. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé â
1,25 ðàçà äàëüøå îò òî÷êè A(5; 0), ÷åì îò ïðÿìîé 5x− 16 = 0.

2.133. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ
îò òî÷êè A(8; 4) è îñè îðäèíàò.

2.134. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîîòñòîÿùèõ
îò òî÷êè A(2; 0) è îêðóæíîñòè x2 + y2 = 16.

2.135. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîîòñòîÿùèõ
îò òî÷êè A(2; 0) è îêðóæíîñòè x2 + 4x+ y2 = 0.

Óñòàíîâèòü, êàêèå ëèíèè îïðåäåëÿþòñÿ íèæåñëåäóþùèìè óðàâ-
íåíèÿìè. Ïîñòðîèòü ÷åðòåæè.

2.136. 36x2 + 36y2 − 36x− 24y − 23 = 0.

2.137. 16x2 + 25y2 − 32x+ 50y − 359 = 0.

2.138. 9x2 − 4y2 − 36x+ 24y − 36 = 0.

2.139. x2 + 4y2 − 4x− 8y + 8 = 0. 2.140. x2 + 4y2 + 8y + 5 = 0.

2.141. x2 − y2 − 6x+ 10 = 0. 2.142. 2x2 − 4x+ 2y − 3 = 0.

2.143. x2 − 6x+ 8 = 0. 2.144. x2 + 2x+ 5 = 0.

2.145. 25x2 + 10xy + y2 − 1 = 0.

2.146. x2 + 2xy + y2 + 2x+ 2y + 1 = 0.

2.147. 8x2 − 18xy + 9y2 + 2x− 1 = 0.

2.148. 14x2 + 24xy + 21y2 − 4x+ 18y − 139 = 0.

2.149. 4xy + 3y2 + 16x+ 12y − 36 = 0.

2.150. 9x2 − 24xy + 16y2 − 20x+ 110y − 50 = 0.
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3. Ââåäåíèå â àíàëèç

3.1. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé

îäíîé ïåðåìåííîé

Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) è òî÷êó x0, ÿâëÿþùóþñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f , íî íå îáÿçàííóþ åé ïðèíàäëå-
æàòü.

×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 (èëè ïðè
x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0), åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî δ, ÷òî
äëÿ âñåõ àðãóìåíòîâ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
0 < |x− x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε:

lim
x→x0

f(x) = A⇔
{
∀ε > 0 ∃δ > 0: 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)−A| < ε

}
.

×èñëî A íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííèì ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â
òî÷êå x0 (èëè ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 ñëåâà), åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò òà-
êîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî δ, ÷òî äëÿ âñåõ àðãóìåíòîâ x, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ x0 − δ < x < x0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x)−A| < ε:

lim
x→x0−0

f(x)A⇔
{
∀ε > 0 ∃δ > 0: x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)−A| < ε

}
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë ôóíêöèè â
òî÷êå x0 (x→ x0 + 0).

Ïðåäåëû ôóíêöèè ïðè x→ x0 − 0 è x→ x0 + 0 áóäåì íàçûâàòü
îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè, à ïðåäåë ïðè x→ x0 � äâóñòîðîííèì.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1 (î ñâÿçè äâóñòîðîííåãî ïðåäåëà ôóíêöèè ñ îäíî-
ñòîðîííèìè). Äâóñòîðîííèé ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x → x0 ñóùå-
ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îáà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà è îíè ðàâíû. Ïðè ýòîì äâóñòî-
ðîííèé ïðåäåë ðàâåí îäíîñòîðîííèì.
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Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→−3

2x2+5x−3
x+3 = −7.

I Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êðîìå òî÷êè
x = −3. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà â
äàííîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε. Çàäà÷à ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ýòîìó çíà÷åíèþ ε ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè
÷èñëî δ(ε) òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà 0 < |x − (−3)| < δ(ε) ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî
∣∣∣ 2x2+5x−3

x+3 − (−7)
∣∣∣ < ε.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî x 6= −3, ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî:∣∣∣ (2x− 1)(x+ 3)

x+ 3
+ 7
∣∣∣ < ε⇔ |2x− 1 + 7| < ε⇔ |2x+ 6| < ε⇔

⇔ 2|x+ 3| < ε⇔ |x+ 3| < ε

2
(x 6= −3).

Âûâîä:

∀ε > 0 ∃δ =
ε

2
: 0 < |x− (−3)| < δ ⇒

∣∣∣∣2x2 + 5x− 3

x+ 3
− (−7)

∣∣∣∣ < ε.

Òàêèì îáðàçîì, lim
x→−3

2x2+5x−3
x+3 = −7 ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíê-

öèè. J

Ç à ì å ÷ à í è å. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà δ ìîæíî ïðèâåñòè è ëþ-
áîå ìåíüøåå ÷èñëî, íàïðèìåð, δ = ε

4 , ïîñêîëüêó èç íåðàâåíñòâà
0 < |x− (−3)| < ε

4 òåì áîëåå ñëåäóåò, ÷òî |x+ 3| < ε
2 (x 6= −3). Îä-

íàêî â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî ïðèìåðà δ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà áåðóò
¾ïîãðàíè÷íîå¿ çíà÷åíèå, â äàííîì ïðèìåðå δ = ε

2 .

Ïðåäåë ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè

Âûøå x0 áûëî êîíå÷íûì ÷èñëîì. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïðå-
äåëüíóþ òî÷êó êîíå÷íî-óäàë¼ííîé. Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèÿ ïðå-
äåëîâ äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî-óäàë¼ííîé ïðåäåëüíîé òî÷êè.

×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ
ê +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
ε ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî
ïðè x > δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε:

lim
x→+∞

f(x) = A⇔
{
∀ε > 0 ∃δ > 0: x > δ ⇒ |f(x)−A| < ε

}
.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ
ê −∞.

×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ
ê∞, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε
ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî
ïðè |x| > δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε:

lim
x→+∞

f(x) = A⇔
{
∀ε > 0 ∃δ > 0: |x| > δ ⇒ |f(x)−A| < ε

}
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x)
ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê∞, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ýòîé ôóíêöèè
êàê ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê +∞, òàê è ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê −∞.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→+∞

(
1
2

)x
= 0.

I Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿ-
ìàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0: ∀x > δ ⇒
∣∣∣(1

2

)x
− 0
∣∣∣ < ε.

Ðàññìîòðèì ðàâíîñèëüíûå ðàâåíñòâà∣∣∣(1

2

)x
− 0
∣∣∣ < ε⇔

(
1

2

)x
< ε⇔ x > log 1

2
ε.

Åñëè âçÿòü 0 < ε < 1, òî log 1
2
ε > 0 è ïðè δ(ε) = log 1

2
ε áóäåò

âûïîëíåíî

∀ε > 0 ∃δ(ε) = log 1
2
ε: ∀x > δ ⇒

∣∣∣(1

2

)x
− 0
∣∣∣ < ε,

à ýòî è äîêàçûâàåò, ÷òî lim
x→+∞

(
1
2

)x
= 0. J

Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé (á.á.) â òî÷êå x0,
åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x − x0| < δ,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)| > ε:

∀ε > 0 ∃δ > 0: 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)| > ε.

Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0, ãîâîðÿò,
÷òî å¼ ïðåäåë ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0, ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè:

lim
x→x0

f(x) =∞.
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Ìîæíî âûäåëèòü äâà ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà (áåñêîíå÷íî
áîëüøîé ôóíêöèè): ïðåäåë, ðàâíûé +∞, è ïðåäåë, ðàâíûé −∞.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ðàâåí +∞, åñëè
äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîëîæèòåëüíîå δ, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
0 < |x− x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > ε:

lim
x→x0

f(x) = +∞⇔
{
∀ε > 0 ∃δ > 0: 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > ε

}
.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ðàâåí −∞, åñëè
äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîëîæèòåëüíîå δ, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
0 < |x− x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) < −ε:

lim
x→x0

f(x) = −∞⇔
{
∀ε > 0 ∃δ > 0: 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < −ε

}
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè ïðè x,
ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 ñëåâà èëè ñïðàâà, à òàêæå ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê
+∞, −∞ è ∞.

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→0+0

log2 x = −∞.

I Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (0; +∞),
äëÿ êîòîðîãî 0 åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ïîêàæåì, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0: 0 < x < δ ⇒ log2 x < −ε.

Ðàññìîòðèì ðàâíîñèëüíûå ðàâåíñòâà

log2 x < −ε⇔ 0 < x < 2−ε.

Åñëè ïðèíÿòü δ(ε) = 2−ε, òî áóäåò âûïîëíåíî

∀ε > 0 ∃δ(ε) = 2−ε: 0 < x < δ ⇒ log2 x < −ε.

à ýòî è äîêàçûâàåò, ÷òî lim
x→0+0

log2 x = −∞. J

Òåîðåìû î ïðåäåëå ôóíêöèè

Äàëåå ïðè îáîçíà÷åíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñèìâîë ¾∗¿. Òî åñòü ïîä ¾∗¿ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îäèí èç øåñòè
âàðèàíòîâ: x0, x0 − 0, x0 + 0, ∞, −∞, +∞.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ôóíêöèé íåîáõîäèìî çíàòü ñëåäóþ-
ùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 3.2 (îá åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà). Åñëè ñóùåñòâóåò
ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x→ ∗, òî îí åäèíñòâåí.

Òåîðåìà 3.3 (î ïðåäåëå ïîñòîÿííîé). Ïðåäåë ïîñòîÿííîé ðà-
âåí ñàìîé ïîñòîÿííîé:

lim
x→∗

C = C,

ãäå C = const.

Òåîðåìà 3.4 (î ïðåäåëå ñóììû). Ïóñòü ñóùåñòâóþò êîíå÷-
íûå ïðåäåëû lim

x→∗
f(x) = A, lim

x→∗
g(x) = B. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé ïðåäåë ñóììû ôóíêöèé ϕ = f(x) + g(x) ïðè x→ ∗, è îí ðàâåí
A+B:

lim
x→∗

(
f(x) + g(x)

)
= lim
x→∗

f(x) + lim
x→∗

g(x) = A+B.

Òåîðåìà 3.5 (î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû lim

x→∗
f(x) = A, lim

x→∗
g(x) = B. Òîãäà ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ϕ = f(x) · g(x) ïðè x → ∗,
è îí ðàâåí A ·B:

lim
x→∗

(
f(x) · g(x)

)
= lim
x→∗

f(x) · lim
x→∗

g(x) = A ·B.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîñòîÿííóþ ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà:

lim
x→∗

(
C · f(x)

)
= C · lim

x→∗
f(x).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäåë îò íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ôóíêöèè ðà-
âåí ýòîé ñòåïåíè îò ïðåäåëà ôóíêöèè:

lim
x→∗

(
f(x)

)n
=
(

lim
x→∗

f(x)
)n
.

Òåîðåìà 3.6 (î ïðåäåëå ÷àñòíîãî). Ïóñòü ñóùåñòâóþò êî-
íå÷íûå ïðåäåëû lim

x→∗
f(x) = A, lim

x→∗
g(x) = B. È ïóñòü B 6= 0. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïðåäåë ÷àñòíîãî ϕ(x) = f(x)
g(x) ïðè x→ ∗, è îí ðàâåí

A
B :

lim
x→∗

f(x)

g(x)
=

lim
x→∗

f(x)

lim
x→∗

g(x)
=
A

B
.
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Òåîðåìà 3.7 (î ïðåäåëå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ýëå-
ìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå x0 è å¼ îêðåñòíîñòè.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x → x0, è îí ðàâåí
çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Íåîïðåäåë¼ííîñòè

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ
ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ. Ïóñòü lim

x→∗
f(x) = A, lim

x→∗
g(x) = B.

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ñóììû f(x) + g(x).
1. A, B �êîíå÷íûå ÷èñëà ⇒ lim

x→∗

(
f(x) + g(x)

)
= A+B.

2. A = +∞, B = +∞ ⇒ lim
x→∗

(
f(x) + g(x)

)
= [+∞+∞] = +∞.

3. A = −∞, B = −∞ ⇒ lim
x→∗

(
f(x) + g(x)

)
= [−∞−∞] = −∞.

4.A =∞,B �êîíå÷íîå ÷èñëî⇒ lim
x→∗

(
f(x)+g(x)

)
= [∞+B] =∞.

5. A = +∞, B = −∞ ⇒ lim
x→∗

(
f(x) + g(x)

)
= [+∞−∞].

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå îïðåäåëåíî, åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü íåîïðå-
äåë¼ííîñòüþ âèäà [∞−∞].

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1

(3x2 + 5x− 1).

I Èç òåîðåì î ïðåäåëå ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→1

(3x2 + 5x− 1) = 3
(

lim
x→1

x
)2

+ 5 lim
x→1

x− lim
x→1

1 =

= 3 · 12 + 5 · 1− 1 = 7. J

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ïðîèçâåäåíèÿ f(x) · g(x).
1. A, B �êîíå÷íûå ÷èñëà ⇒ lim

x→∗

(
f(x) · g(x)

)
= A ·B.

2. A =∞, B =∞ ⇒ lim
x→∗

(
f(x) · g(x)

)
= [∞ ·∞] =∞.

3. A 6= 0, B =∞ ⇒ lim
x→∗

(
f(x) · g(x)

)
= [A · ∞] =∞.

4. A = 0, B =∞⇒ lim
x→∗

(
f(x) ·g(x)

)
= [0 ·∞]� íåîïðåäåë¼ííîñòü.
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Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1−0

(
e1−x · tg πx

2

)
.

I Èç òåîðåì î ïðåäåëå ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→1−0

(
e1−x · tg πx

2

)
= lim
x→1−0

e(1−x) · lim
x→1−0

tg
(πx

2

)
=

= e1−1 · tg
(π

2
· (1− 0)

)
= [1 · (+∞)] = +∞. J

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà îòíîøåíèÿ f(x)
g(x) .

1. A, B �êîíå÷íûå ÷èñëà, B 6= 0 ⇒ lim
x→∗

f(x)
g(x) = A

B .

2. A 6= 0, B = 0 ⇒ lim
x→∗

f(x)
g(x) =

[
A
0

]
=∞.

3. A�êîíå÷íîå ÷èñëî, B =∞ ⇒ lim
x→∗

f(x)
g(x) =

[
A
∞
]

= 0.

4. A =∞, B �êîíå÷íîå ÷èñëî ⇒ lim
x→∗

f(x)
g(x) =

[∞
B

]
=∞.

5. A = 0, B = 0 ⇒ lim
x→∗

f(x)
g(x) =

[
0
0

]
� íåîïðåäåë¼ííîñòü.

6. A =∞, B =∞ ⇒ lim
x→∗

f(x)
g(x) =

[∞
∞
]
� íåîïðåäåë¼ííîñòü.

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

x2 + 3x+ 1

2x2 − x
.

I Èç òåîðåì î ïðåäåëå ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→0

x2 + 3x+ 1

2x2 − x
=

lim
x→0

x2 + 3 lim
x→0

x+ 1

2 lim
x→0

x2 − lim
x→0

x
=

=

[
0 + 3 · 0 + 1

2 · 0− 0
=

1

0

]
=∞. J

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè
(
f(x)

)g(x)
.

1. A, B �êîíå÷íûå ÷èñëà, A > 0 ⇒ lim
x→∗

(
f(x)

)g(x)
= AB .

2. 0 < A < 1, B = +∞ ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
= [A+∞] = 0.

3. A > 1, B = +∞ ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
= [A+∞] = +∞.

4. 0 < A < 1, B = −∞ ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
= [A−∞] = +∞.
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5. A > 1, B = −∞ ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
= [A−∞] = 0.

6. A = 1, B =∞ ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
= [1∞]� íåîïðåäåë¼ííîñòü.

7. A = 0, B = 0 ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
=
[
00
]
� íåîïðåäåë¼ííîñòü.

8. A =∞, B = 0 ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
=
[
∞0
]
� íåîïðåäåë¼ííîñòü.

9. A�êîíå÷íîå ÷èñëî, B = ±∞ ⇒ lim
x→x0

(
f(x)

)g(x)
= [A±∞]�íå

ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1+0

(
x+1

2x2+x

) 1
x−1

.

I Èç òåîðåì î ïðåäåëå ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→1+0

(
x+ 1

2x2 + x

) 1
x−1

=

[(
1 + 1

2 · 12 + 1

) 1
(1+0)−1

=

=
(

2

3

)[ 1
+0 ]

=
(

2

3

)+∞
]

= 0. J

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðåøåíèé ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî íà ïðàêòèêå â
ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ñâîäèòñÿ ê ïîäñòàíîâêå â
äàííîå âûðàæåíèå çíà÷åíèÿ x = x0.

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ñ ïîìîùüþ
àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

×àñòî, ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïðåäåëó, ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü
àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîãî âûðàæåíèÿ. Â ïîñëåäóþ-
ùèõ ïðèìåðàõ ïîêàæåì, êàêèìè ïðè¼ìàìè ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé.

Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1

(
2

x− 1
− 1

x2 − 1

)
.

I Ïîäñòàíîâêà â äàííîå âûðàæåíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ àð-
ãóìåíòà x = 1 ïðèâîäèò ê íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà [∞−∞]:

lim
x→1

(
2

x− 1
− 1

x2 − 1

)
=
[

2

0
− 1

0

]
= [∞−∞].
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïðåäåëó, íåîáõîäèìî äàííîå
âûðàæåíèå ïðåîáðàçîâàòü. Ïðèâåä¼ì äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ
è íàéä¼ì ðàçíîñòü äðîáåé:

lim
x→1

(
2

x− 1
− 1

x2 − 1

)
= lim
x→1

2(x+ 1)− 1

x2 − 1
= lim
x→1

2x+ 1

x2 − 1
.

Ïîäñòàâèâ â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå x = 1, ïîëó÷àåì

lim
x→1

(
2

x− 1
− 1

x2 − 1

)
= lim
x→1

2x+ 1

x2 − 1
=
[

3

0

]
=∞. J

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

√
4− x−

√
4 + x

2x
.

I Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â äàííîå âûðàæåíèå x = 0 èìååì íåîïðå-
äåë¼ííîñòü âèäà

[
0
0

]
, ò. å.

lim
x→0

√
4− x−

√
4 + x

2x
=
[

0

0

]
.

×òîáû ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼ííîñòü, óìíîæàåì ÷èñëèòåëü è çíàìå-
íàòåëü äðîáè íà âûðàæåíèå

√
4− x +

√
4 + x, ñîïðÿæ¼ííîå ÷èñëè-

òåëþ, è ñîêðàùàåì äðîáü:

lim
x→0

√
4− x−

√
4 + x

2x
= lim
x→0

(
√

4− x−
√

4 + x)(
√

4− x+
√

4 + x)

2x(
√

4− x+
√

4 + x)
=

= lim
x→0

(4− x)− (4 + x)

2x(
√

4− x+
√

4 + x)
= lim
x→0

−2x

2x(
√

4− x+
√

4 + x)
=

= lim
x→0

−1
√

4− x+
√

4 + x
= −1

4
. J

Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

3
√

1 + 2x− 1

x
.

I Ïîä çíàêîì ïðåäåëà îïÿòü èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
[

0
0

]
.

Óìíîæàåì ÷èñëèòåëü íà âûðàæåíèå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî
ïîëó÷èòü ðàçíîñòü êóáîâ. Òàêèì ìíîæèòåëåì ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûé
êâàäðàò ñóììû, ò. å. ( 3

√
1 + 2x )2 + 3

√
1 + 2x+ 1. Íà ýòîò ìíîæèòåëü

íàäî óìíîæèòü è çíàìåíàòåëü:

lim
x→0

3
√

1 + 2x− 1

x
=
[

0

0

]
= lim
x→0

(
3
√

1 + 2x− 1
)(

( 3
√

1 + 2x )2 + 3
√

1 + 2x+ 1
)

x
(
( 3
√

1 + 2x )2 + 3
√

1 + 2x+ 1
) =

109



= lim
x→0

1 + 2x− 1

x
(
( 3
√

1 + 2x )2 + 3
√

1 + 2x+ 1
) = lim

x→0

2x

x
(
( 3
√

1 + 2x )2 + 3
√

1 + 2x+ 1
) =

= lim
x→0

2

( 3
√

1 + 2x )2 + 3
√

1 + 2x+ 1
=

2

1 + 1 + 1
=

2

3
. J

Ïðèìåð 11. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→∞

x2 − 4x3

x3 − x2 + 3x
.

I Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
[∞
∞
]
. ×òîáû ðàñêðûòü å¼, ðàç-

äåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ïîä çíàêîì ïðåäåëà íà x3:

lim
x→∞

x2 − 4x3

x3 − x2 + 3x
=
[∞
∞

]
= lim
x→∞

1
x
− 4

1− 1
x

+ 3
x2

=
0− 4

1− 0 + 0
= −4. J

Ïðèìåð 12. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1

x2 − 3x+ 2

x3 − 4x2 + 3x
.

I Â äàííîì ñëó÷àå èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
[

0
0

]
. ×èñëè-

òåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè è ñîêðàòèì
äðîáü:

lim
x→1

x2 − 3x+ 2

x3 − 4x2 + 3x
=
[

0

0

]
= lim
x→1

(x− 1)(x− 2)

x(x− 1)(x− 3)
= lim
x→1

x− 2

x(x− 3)
=

1

2
. J

Ïðèìåð 13. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1

(
1

x− 1
− 2x

x2 − 1

)
.

I Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà [∞−∞]. Ïðèâåäÿ äðîáè ê îá-
ùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà

[
0
0

]
:

lim
x→1

(
1

x− 1
− 2x

x2 − 1

)
= [∞−∞] = lim

x→1

x+ 1− 2x

x2 − 1
= lim
x→1

1− x
x2 − 1

=
[

0

0

]
=

= lim
x→1

−(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)
= lim
x→1

−1

x+ 1
=
−1

1 + 1
= −1

2
. J

Ïðèìåð 14. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→−∞

(√
x2 + x−

√
x2 − x

)
.

I Óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæå-
íèå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

√
x2 = −x äëÿ x < 0, ïîëó÷èì

lim
x→−∞

(√
x2 + x−

√
x2 − x

)
= [∞−∞] =
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= lim
x→−∞

(√
x2 + x−

√
x2 − x

)(√
x2 + x+

√
x2 − x

)
√
x2 + x+

√
x2 − x

=

= lim
x→−∞

(x2 + x)− (x2 − x)√
x2
(
1 + 1

x

)
+
√
x2
(
1− 1

x

) =

= lim
x→−∞

2x

−x
√

1 + 1
x
− x

√
1− 1

x

= lim
x→−∞

2x

−2x
= −1. J

Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà çàìå÷àòåëüíûõ ïðåäåëà.
Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x→0

sinx

x
= 1. (3.1)

Ïðèìåð 15. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

sinαx

x
, α ∈ R.

I Ñäåëàåì çàìåíó y = αx. Òîãäà y → 0 ïðè x→ 0 è

lim
x→0

sinαx

x
=
[

0

0

]
= lim
y→0

sin y( y
α

) = lim
y→0

α sin y

y
= α lim

y→0

sin y

y
= α · 1 = α.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì
ïðåäåëîì (3.1). J

Ïðèìåð 16. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

sin 7x

sin 3x
.

I Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ïîä çíàêîì ïðåäåëà
íà x 6= 0, ïîñëå ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì:

lim
x→0

sin 7x

sin 3x
=
[

0

0

]
= lim
x→0

(
sin 7x
x

)(
sin 3x
x

) =
lim
x→0

(
sin 7x
x

)
lim
x→0

(
sin 3x
x

) =
7

3
. J

Ïðèìåð 17. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

1− cosx

x2
.

I Òàê êàê 1− cos 2α = 2 sin2 α, òî

lim
x→0

1− cosx

x2
=
[

0

0

]
= lim
x→0

2 sin2 x
2

x2
= 2 lim

x→0

(
sin x

2

x

)2

=

= 2 ·
(

1

2

)2

=
1

2
. J
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Ïðèìåð 18. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→π

2

cosx

2x− π
.

I Ñâîäÿ ïðåäåë ê ïåðâîìó çàìå÷àòåëüíîìó, ñäåëàåì çàìåíó y =
= x− π

2 . Òîãäà y → 0 ïðè x→ π
2 , à x = y + π

2 , îòêóäà

lim
x→π

2

cosx

2x− π
=
[

0

0

]
= lim
y→0

cos
(
y + π

2

)
2
(
y + π

2

)
− π

=

= lim
y→0

− sin y

2y
= −1

2
lim
y→0

sin y

y
= −1

2
.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå â ýòîé öåïî÷êå ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó ïðè-
âåäåíèÿ, à â ïîñëåäíåì� ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. J

Ïðèìåð 19. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

arcsinx

x
.

I Ñäåëàåì çàìåíó t = arcsinx, ò. å. x = sin t. Î÷åâèäíî, ÷òî
t→ 0 ïðè x→ 0. Ïîýòîìó

lim
x→0

arcsinx

x
=
[

0

0

]
= lim
t→0

t

arcsin t
= lim
t→0

1(
arcsin t

t

) =
1

lim
t→0

(
arcsin t

t

) = 1. J

×àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ èç ïåðâîãî çàìå÷à-
òåëüíîãî ïðåäåëà:

lim
x→0

tg x

x
= 1, lim

x→0

arcsinx

x
= 1, lim

x→0

arctg x

x
= 1.

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
α→0

(1 + α)
1
α = lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e, (3.2)

ãäå e = 2,71828 . . . � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.

Ïðèìåð 20. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→∞

(
1 +

k

x

)x
, k ∈ R.

I Â äàííîì ñëó÷àå èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà [1∞]. Äëÿ å¼
ðàñêðûòèÿ ñäåëàåì çàìåíó y = x

k . Òîãäà y → ∞ ïðè x → ∞, è
èñõîäíûé ïðåäåë ñâîäèòñÿ êî âòîðîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó:

lim
x→∞

(
1 +

k

x

)x
= [1∞] = lim

y→∞

(
1 +

k

ky

)ky
=

=

[
lim
y→∞

(
1 +

1

y

)y]k
= ek. J
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Ïðèìåð 21. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

x
√

1− 5x.

I Ïîñêîëüêó x
√

1− 5x = (1 − 5x)
1
x , òî çäåñü ìû òàêæå èìååì

äåëî ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ âèäà [1∞], äëÿ ðàñêðûòèÿ êîòîðîé íàì
ñíîâà ïîíàäîáèòüñÿ îäíà èç ôîðì âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.
Ñäåëàåì çàìåíó y = −5x. Òîãäà y → 0 ïðè x→ 0, è

lim
x→0

x
√

1− 5x = [1∞] = lim
y→0

(
1− 5 ·

(
−y

5

))− 5
y

=

=

[
lim
y→0

(1 + y)
1
y

]−5

= e−5. J

Ïðèìåð 22. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→∞

(
2x+ 1

2x− 1

)3x+1

.

I Ïðåäåë îñíîâàíèÿ lim
x→∞

2x+ 1

2x− 1
=
[∞
∞

]
= lim
x→∞

2 + 1
x

2− 1
x

= 1, à ïîêà-

çàòåëü ñòåïåíè 3x + 1 → ∞. Çíà÷èò, èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
[1∞]. Ïðåîáðàçóåì îñíîâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
x→∞

(
2x+ 1

2x− 1

)3x+1

= [1∞] = lim
x→∞

(
1 +

2x+ 1

2x− 1
− 1
)3x+1

=

= lim
x→∞

(
1 +

2

2x− 1

)3x+1

.

Ïîëîæèì
2

2x− 1
=

1

y
. Òîãäà x = y+ 1

2 è y →∞ äëÿ x→∞. Ïîýòîìó

lim
x→∞

(
1 +

2

2x− 1

)3x+1

= lim
x→∞

(
1 +

1

y

)3y+ 5
2

=

= lim
x→∞

[(
1 +

1

y

)y]3
· lim
x→∞

(
1 +

1

y

) 5
2

= e3 · 1 = e3. J

Ïðèìåð 23. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

ax − 1

x
.

I Ñäåëàåì çàìåíó t = ax− 1, ò. å. x = loga(1 + t). Î÷åâèäíî, ÷òî
t→ 0 ïðè x→ 0. Ïîýòîìó

lim
x→0

ax − 1

x
=
[

0

0

]
= lim
t→0

t

loga(1 + t)
= lim
t→0

1
1
t

loga(1 + t)
=

=
1

lim
t→0

loga(1 + t)
1
t

=
1

loga e
= ln a. J
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×àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ èç âòîðîãî çàìå÷à-
òåëüíîãî ïðåäåëà:

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e, lim

x→0

ax − 1

x
= ln a,

lim
x→0

(1 + x)m − 1

x
= m.

Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé

Åñëè lim
x→x0

α(x) = 0 (ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0

òàêîå, ÷òî ïðè 0 < |x−x0| < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |α(x)| < ε),
òî α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé ïðè x→ x0.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé α(x) è β(x) ïðè
x→ x0 íàõîäÿò ïðåäåë èõ îòíîøåíèÿ:

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= C.

Åñëè C 6= 0, òî α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè-
÷èíàìè îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà: α(x) = O(β(x)); åñëè C = 0, òî
α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ β(x), à β(x)� áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà ïî
ñðàâíåíèþ ñ α(x): α(x) = o(β(x)).

Åñëè

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1,

òî áåñêîíå÷íî ìàëûå α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ðàâ-
íîñèëüíûìè) âåëè÷èíàìè: α(x) ∼ β(x).

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, âåðíûå ïðè x→ 0:

sinx ∼ x, tg x ∼ x, arcsinx ∼ x, arctg x ∼ x, 1− cosx ∼ x2

2
,

ln(1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x, n
√

1 + x− 1 ∼ x

n
.

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè β(x) ∼ β1(x)

ïðè x→ x0 è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→x0

α(x) · β(x) è lim
x→x0

α(x)

β(x)
, òî

lim
x→x0

α(x) · β(x) = lim
x→x0

α(x) · β1(x),
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lim
x→x0

α(x)

β(x)
= lim
x→x0

α(x)

β1(x)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ èëè ÷àñòíîãî äâóõ áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ëþáîé èç íèõ íà ýêâèâàëåíò-
íóþ áåñêîíå÷íî ìàëóþ.

Ïðèìåð 24. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

sin 5x

ln(1 + x)
.

I Ïîñêîëüêó sin 5x ∼ 5x, ln(1 + x) ∼ x ïðè x→ 0, òî

lim
x→0

sin 5x

ln(1 + x)
=
[

0

0

]
= lim
x→0

5x

x
= 5. J

Ïðèìåð 25. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

ex
2 − e2x

cos 4x− cos 2x
.

I Â ÷èñëèòåëå äðîáè âûíåñåì çà ñêîáêè ìíîæèòåëü e2x, à â
çíàìåíàòåëå ðàçíîñòü êîñèíóñîâ ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ñèíóñîâ:

lim
x→0

ex
2 − e2x

cos 4x− cos 2x
=
[

0

0

]
= lim
x→0

e2x
(
ex

2−2x − 1
)

−2 sin 3x · sinx
.

Ïîñêîëüêó ex
2−2x − 1 ∼ x2 − 2x ∼ −2x, à sin 3x sinx ∼ 3x · x = 3x2

ïðè x→ 0, òî

lim
x→0

e2x
(
ex

2−2x − 1
)

−2 sin 3x · sinx
= lim
x→0

e2x(−2x)

−2 · 3x2
= lim
x→0

e2x

3x
=
[

1

0

]
=∞. J

Ïðèìåð 26. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→∞

x2
(
cos 1

x − 1
)
.

I Ïðè x → ∞ äðîáü 1
x → 0, çíà÷èò, 1 − cos 1

x ∼
( 1
x )

2

2 = 1
2x2 .

Òîãäà

lim
x→∞

x2
(

cos
1

x
− 1
)

= [∞ · 0] = − lim
x→∞

x2
(

1− cos
1

x

)
=

= − lim
x→∞

x2 · 1

2x2
= −1

2
. J
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Ïðèìåð 27. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

(cosx)
1

arctg2 x .

I Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé [f(x)]g(x) = eg(x) ln f(x):

lim
x→0

(cosx)
1

arctg2 x = [1∞] = e
lim
x→0

1
arctg2 x

ln(cos x)
=

= e
lim
x→0

ln(1+(cos x−1))

arctg2 x = e
lim
x→0

cos x−1

x2 = e
lim
x→0

− x
2

2
x2 = e−

1
2 . J

Íåïðåðûâíîñòü è òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè:
1) ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå x0; 2) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0; 3) ýòîò ïðåäåë ðàâåí çíà÷åíèþ
ôóíêöèè â òî÷êå x0, ò. å.

lim
x→x0

f(x) = f(x0). (3.3)

Åñëè ïîëîæèòü x = x0 + ∆x, òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè (3.3)
áóäåò ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

lim
∆x→0

∆y = lim
∆x→0

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

)
= 0,

ò. å. ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x ñîîòâåòñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå x0, åñëè
îíà îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ïîëóèíòåðâàëå (a;x0] è

lim
x→x0−0

f(x) = f(x0).

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå x0, åñëè
îíà îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ïîëóèíòåðâàëå [x0; b) è

lim
x→x0+0

f(x) = f(x0).

Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà íåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà â ýòîé òî÷êå, ò. å. êîãäà

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0).
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Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà äàííîì ïðîìåæóòêå
(èíòåðâàëå, ïîëóèíòåðâàëå, îòðåçêå), åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæ-
äîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà.

Ïðè ýòîì åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â êîíöå ïðîìåæóòêà, òî ïîä
íåïðåðûâíîñòüþ â ýòîé òî÷êå ïîíèìàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà
èëè ñëåâà.

Ïðèìåð 28. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y = sin 5x äëÿ
ëþáîãî x ∈ R.

I Äëÿ ëþáîãî ïðèðàùåíèÿ ∆x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðèðà-
ùåíèå ôóíêöèè

∆y = sin 5(x+ ∆x)− sin 5x = 2 cos
(

5x+
5

2
∆x
)
· sin

(
5

2
∆x
)
.

Òîãäà

lim
∆x→0

∆y = 2 lim
∆x→0

cos
(

5x+
5

2
∆x
)
· lim

∆x→0
sin
(

5

2
∆x
)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ y = sin 5x íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé. J

Òî÷êà x0, â êîòîðîé íàðóøåíî õîòÿ áû îäíî èç òð¼õ óñëîâèé
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè.

Òî÷êà ðàçðûâà x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíê-
öèè f(x), åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû ïðåäåëû ôóíê-
öèè ñëåâà è ñïðàâà:

lim
x→x0−0

f(x) = f(x0 − 0), lim
x→x0+0

f(x) = f(x0 + 0).

Ïðè ýòîì åñëè f(x0 − 0) = f(x0 + 0) 6= f(x0), òî x0 �òî÷êà óñòðà-
íèìîãî ðàçðûâà (ðèñ. 3.1); åñëè f(x0−0) 6= f(x0 + 0), òî x0 �òî÷êà
êîíå÷íîãî ðàçðûâà (ðèñ. 3.2).

Òî÷êà ðàçðûâà x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ôóíê-
öèè f(x), åñëè õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ íå ñóùå-
ñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.

Òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òî÷êè áåñêî-
íå÷íîãî ðàçðûâà, åñëè õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ðà-
âåí áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 3.3), è íà òî÷êè ñóùåñòâåííîãî ðàçðûâà,
åñëè õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ âîîáùå îòñóòñòâóåò
(ðèñ. 3.4).
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Ðèñ. 3.1 Ðèñ. 3.2

Ðèñ. 3.3 Ðèñ. 3.4

Ïðèìåð 29. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x) =


x+ 1, x 6 −1,

1− 2−1/x2

, −1 < x < 1,
x2

2
, x > 1.

I Ôóíêöèè y = x + 1 è y = x2

2 íåïðåðûâíû íà âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé, ôóíêöèÿ y = 1 − 2−1/x2

íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0 = 0,
ïîýòîìó ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü òî÷êè ðàçðûâà â íåé è â òî÷êàõ,
ãäå ìåíÿåòñÿ å¼ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ò. å. â òî÷êàõ x1 = −1 è
x2 = 1.

Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü â ýòèõ òî÷êàõ, äëÿ ÷åãî
íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû è çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé.

Ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0 = 0. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, òàê êàê

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
1− 2−1/x2

)
=
[
1− 2−∞

]
= 1− 0 = 1.
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Â òî÷êå x1 = −1 èìååì

lim
x→−1−0

f(x) = lim
x→−1−0

(x+ 1) = −1 + 1 = 0,

lim
x→−1+0

f(x) = lim
x→−1+0

(
1− 2−1/x2

)
= 1− 2−1 =

1

2
,

f(−1) = −1 + 1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé òî÷êå lim
x→−1−0

f(x) = f(−1) 6= lim
x→−1+0

f(x),

ò. å. ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà è íåïðåðûâíà ñëåâà. Ñêà-
÷îê ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x1 = −1 ðàâåí

∆f(−1) = lim
x→−1+0

f(x)− lim
x→−1−0

f(x) =
1

2
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷êè x2 = 1 ïîëó÷èì

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

(
1− 2−1/x2

)
= 1− 2−1 =

1

2
,

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

x2

2
=

1

2
,

f(1) =
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé òî÷êå lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1+0

f(x) = f(1), ò. å.

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.
Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3.5. J

Ðèñ. 3.5
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Óïðàæíåíèÿ

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, äîêàçàòü, ÷òî

3.1. lim
x→0

(3x− 2) = −2. 3.2. lim
x→1

(−x+ 4) = 3. 3.3. lim
x→3

x2 = 9.

3.4. lim
x→1

x3 = 1. 3.5. lim
x→5

1

x
=

1

5
. 3.6. lim

x→3

4

x− 1
= 2.

Íàéòè ïðåäåëû:

3.7. lim
x→−2

(5x2 + 2x− 1). 3.8. lim
x→1

5x+ 1

x3 − 2x+ 3
.

3.9. lim
x→0

x

x2 − x
. 3.10. lim

x→3

2x − 8

2x + 8
.

3.11. lim
x→3+0

−x
x− 3

. 3.12. lim
x→3−0

−x
x− 3

.

3.13. lim
x→3+0

arctg
x− 2

x− 3
. 3.14. lim

x→3−0
arctg

x− 2

x− 3
.

3.15. lim
x→+∞

(
x+ 3

2x− 1

)x
. 3.16. lim

x→−∞

(
x+ 3

2x− 1

)x
.

3.17. lim
x→+∞

(
3x+ 2

4x− 3

)1−x
. 3.18. lim

x→−∞

(
3x+ 2

4x− 3

)1−x
.

3.19. lim
x→2

x2 − 7x+ 10

8− x3
. 3.20. lim

x→3

2x2 − 3x− 9

3x2 − 11x+ 6
.

3.21. lim
x→−2

x2 + 4x+ 4

3x2 + 4x− 4
. 3.22. lim

x→−2

8− x3

x2 − 4
.

3.23. lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x2 − 7x+ 6
. 3.24. lim

x→−1

x3 + x+ 2

x3 + 1
.

3.25. lim
x→2

(
4

x2 − 4
− 1

x− 2

)
. 3.26. lim

x→2

√
x+ 2−

√
6− x

3x− 6
.

3.27. lim
x→2

x2 − 2x
√
x2 + 6− 4

. 3.28. lim
x→2

√
x+ 7− 3
√
x+ 2− 2

.

3.29. lim
x→3

√
2x+ 3− 3
√
x− 2− 1

. 3.30. lim
x→0

3
√

8− x− 2

x
.

3.31. lim
x→∞

2x2 + x+ 1

3x2 − 1
. 3.32. lim

x→∞

7x4 + 2x3 + 5

6x4 + 3x2 − 7x
.

3.33. lim
x→∞

2x5 + 3x3 − 4x

3x2 − 4x+ 2
. 3.34. lim

x→∞

x3 + x

x4 − 3x2 + 1
.

3.35. lim
x→+∞

2x + 3

2x − 3
. 3.36. lim

x→−∞

2x + 3

2x − 3
.

3.37. lim
x→+∞

2x+1 + 3x+1

2x + 3x
. 3.38. lim

x→−∞

2x+1 + 3x+1

2x + 3x
.
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3.39. lim
x→+∞

2x+1 + 7x

2x − 7x−1
. 3.40. lim

x→−∞

2x+1 + 7x

2x − 7x−1
.

3.41. lim
x→+∞

(√
x2 + 4− x

)
. 3.42. lim

x→−∞

(√
x2 + 4− x

)
.

3.43. lim
x→+∞

2x
√
x2 + x

. 3.44. lim
x→−∞

2x
√
x2 + x

.

3.45. lim
x→+∞

3
√
x3 + 1−

√
4x2 − 1

x+ 7
. 3.46. lim

x→−∞

3
√
x3 + 1−

√
4x2 − 1

x+ 7
.

3.47. lim
x→+∞

√
x2 − 1− 3

√
x3 + 2

7x+ 4
√
x4 + 1

. 3.48. lim
x→−∞

√
x2 − 1− 3

√
x3 + 2

7x+ 4
√
x4 + 1

.

3.49. lim
x→+∞

(√
x2 + 2x+ 2−

√
x2 − 2x− 3

)
.

3.50. lim
x→−∞

(√
x2 + 2x+ 2−

√
x2 − 2x− 3

)
.

3.51. lim
x→0

2x
√

1 + 3x. 3.52. lim
x→0

(
1− 2x

3

)− 3
x+9

.

3.53. lim
x→0

(
3 + 5x

3 + 2x

) 1
x

. 3.54. lim
x→2

(x− 1)
x+3
x−2 .

3.55. lim
x→∞

(
4x+ 1

4x− 1

)8x

. 3.56. lim
x→∞

(
3x− 2

3x+ 1

)4x−1

.

3.57. lim
x→0

1− cos 6x

x sin 3x
. 3.58. lim

x→0

sin2 3x

sin2 2x
.

3.59. lim
x→0

ln(1 + 2x)

arcsin 3x
. 3.60. lim

x→0

arcsin 7x

ln(1− 2x)
.

3.61. lim
x→0

e3x − 1

arctg 2x
. 3.62. lim

x→0

2sin x − 1

x
.

3.63. lim
x→2

arctg(x− 2)

x2 − 2x
. 3.64. lim

x→1

sin 6πx

sinπx
.

3.65. lim
x→0

ex
2 − cos 2x

x2
. 3.66. lim

x→1

1− 5
√
x

1− 3
√
x
.

Íàéòè è êëàññèôèöèðîâàòü òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé:

3.67. y =
x

x+ 1
. 3.68. y =

x2 − 1

x− 1
.

3.69. y =
x+ 1

x3 + 6x2 + 11x+ 6
. 3.70. y = 3

1
x+1 + 1.

3.71. y = arctg 2
x−1 . 3.72. y =

1

3x−2 − 1
.

3.73. y = 8
− 1

(x−3)2 + 2. 3.74. y = x sin
π

x2 + x
.
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Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü è ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè:

3.75. f(x) =


2, åñëè x < −2,
√

4− x2, åñëè − 2 6 x 6 2,

x− 2, åñëè x > 2.

3.76. f(x) =


x3 + 1, åñëè x < 1,

2, åñëè 1 < x 6 2,

3x, åñëè x > 2.

3.77. f(x) =


−x2, åñëè x < 0,

tg x, åñëè 0 < x < π
2 ,

x, åñëè x > π
2 .

3.78. f(x) =


(

1
2

)x−2
, åñëè x < 0,

x− 2, åñëè 0 6 x 6 1,

1
x−2 , åñëè x > 1.

3.2. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, å¼ ãåîìåòðè÷åñêèé
è ôèçè÷åñêèé ñìûñë

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà ïðîìåæóòêå (a; b), è ïóñòü
òî÷êà x ∈ (a; b), à ÷èñëî ∆x òàêîå, ÷òî x + ∆x ∈ (a; b). ×èñëî ∆x
íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà â òî÷êå x.

Ïðèðàùåíèåì ∆y ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x, ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x, íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü çíà÷åíèé ôóíê-
öèè â òî÷êàõ x+ ∆x è x, èíà÷å ãîâîðÿ,

∆y = f(x+ ∆x)− f(x).

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè ∆y ê âûçâàâøåìó åãî ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x ïðè ïðîèç-
âîëüíîì ñòðåìëåíèè ∆x ê íóëþ, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç
ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ: y′, f ′(x), dydx . Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

y′ = f ′(x) =
dy

dx
= lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
. (3.4)
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Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè x = x0 îáîçíà÷àåòñÿ y′|x=x0

èëè f ′(x0).

Ïðèìåð 1. Äàíà ôóíêöèÿ y = x2; íàéòè å¼ ïðîèçâîäíóþ y′:
1) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x, 2) ïðè x = 3.

I 1) Ïðè çíà÷åíèè àðãóìåíòà, ðàâíîì x, èìååì y = x2. Ïðè
çíà÷åíèè àðãóìåíòà, ðàâíîì x + ∆x, èìååì y + ∆y = (x + ∆x)2.
Íàõîäèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè:

∆y = (x+ ∆x)2 − x2 = 2x∆x+ (∆x)2.

Ñîñòàâëÿåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå:

∆y

∆x
=

2x∆x+ (∆x)2

∆x
= 2x+ ∆x.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ îò äàííîé ôóíêöèè:

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
(2x+ ∆x) = 2x.

Èòàê, ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè y = x2 â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ðàâíà

y′ = 2x.

2) Ïðè x = 3 ïîëó÷èì

y′|x=3 = 2 · 3 = 6. J

Èç ðàâåíñòâà ∆y
∆x = tgϕ (ñì. ðèñ. 3.6) è îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîä-

íîé (ñì. ôîðìóëó (3.4)) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x ðàâíà
òàíãåíñó óãëà α íàêëîíà êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé â òî÷êå M(x; y)
ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x). Ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèç-
âîäíîé.

Ïðèìåð 2. Íàéòè òàíãåíñû óãëîâ íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðè-
âîé y = x2 â òî÷êàõ M1

(
1
2 ; 1

4

)
è M2 (−1; 1).

I Íà îñíîâàíèè ïðèìåðà 1 èìååì y′ = 2x. Ñëåäîâàòåëüíî,

tgα1 = y′|x= 1
2

= 2 · 1

2
= 1, tgα2 = y′|x=−1 = 2 · (−1) = −2. J
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Ðèñ. 3.6

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ
y′ = f ′(x) îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå x îòíî-
ñèòåëüíî àðãóìåíòà x.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ñêîðîñòü ðàâíîìåðíî óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ
â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t è â ìîìåíò t = 2 ñåê., åñëè çàâèñèìîñòü
ïóòè îò âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé s = gt2

2 .

I Â ìîìåíò âðåìåíè t èìååì s =
gt2

2
. Â ìîìåíò t+ ∆t ïîëó÷èì

s+ ∆s =
g(t+ ∆t)2

2
=
g(t2 + 2t∆t+ ∆t2)

2
.

Íàéä¼ì ∆s:

∆s =
g(t2 + 2t∆t+ ∆t2)

2
− gt2

2
= gt∆t+

g∆t2

2
.

Ñîñòàâèì îòíîøåíèå
∆s

∆t
:

∆s

∆t
=
gt∆t+ g∆t2

2

∆t
= gt+

1

2
g∆t.

Èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïðîèçâîäíîé, èìååì

v = s′ = lim
∆t→0

∆s

∆t
= lim

∆t→0

(
gt+

1

2
g∆t

)
= gt.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà v = gt.
Ïðè t = 2 èìååì v|t=2 = g · 2 = 9,8 · 2 = 19,6 ì/ñåê. J
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Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ y = f(x), çàäàííàÿ íà ïðîìåæóòêå (a; b), íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x ∈ (a; b), åñëè å¼ ïðèðàùåíèå ∆y â ýòîé
òî÷êå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆y = A ·∆x+ o(∆x),

ãäå A�êîíå÷íîå ÷èñëî.
Â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ïðèðàùåíèå ∆y ïðåä-

ñòàâëåíî â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-
ëûìè ïðè ∆x→ 0. Ïðè ýòîì ïåðâîå ñëàãàåìîå � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ôóíêöèÿ îäíîãî ïîðÿäêà ñ ∆x, à âòîðîå ñëàãàåìîå � áåñêîíå÷íî ìà-
ëàÿ ôóíêöèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆x.

Òåîðåìà 3.8. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿëàñü
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
îíà èìåëà â ýòîé òî÷êå êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ.

Òàê êàê äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå ðàâ-
íîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ó íå¼ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå,
òî îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé íàçûâàþò äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì.

Åñëè ôóíêöèÿ íå èìååò êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé â íåêîòîðîé òî÷-
êå, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåäèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà èíòåðâàëå (a; b),
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåð-
âàëà.

Òåîðåìà 3.9. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå x, òî îíà è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x ôóíê-
öèÿ ìîæåò íå áûòü â ýòîé òî÷êå äèôôåðåíöèðóåìîé. Ýòî ìîæíî
ïîêàçàòü íà ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 4. Äèôôåðåíöèðóåìà ëè ôóíêöèÿ y = 3
√
x â òî÷êå

x = 0?
I Ôóíêöèÿ y = 3

√
x îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé

îñè. Âûÿñíèì, èìååò ëè ýòà ôóíêöèÿ ïðîèçâîäíóþ ïðè x = 0. Äëÿ

125



ýòîãî íàéä¼ì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè x = 0 è ïðè x = 0 + ∆x: y = 0
è y + ∆y = 3

√
∆x ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

∆y =
3
√

∆x.

Íàéä¼ì ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ
àðãóìåíòà:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

3
√

∆x

∆x
= lim

∆x→0

1
3
√

∆x2
= +∞.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå x = 0 ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ íå
èìååò ïðîèçâîäíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â ýòîé òî÷êå îáðàçóåò ñ îñüþ àáñöèññ
óãîë π

2 , ò. å. ñîâïàäàåò ñ îñüþ îðäèíàò. J

Ïðèìåð 5. Äèôôåðåíöèðóåìà ëè ôóíêöèÿ y = |x| â òî÷êå
x = 0?

I Ôóíêöèÿ y = |x| îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, à â òî÷êå x = 0 îíà íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, òàê
êàê å¼ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
∆x > 0 èìååì

lim
∆x→0

|0 + ∆x| − |0|
∆x

= lim
∆x→0

|∆x|
∆x

= lim
∆x→0

∆x

∆x
= 1,

ïðè ∆x < 0 ïîëó÷àåì

lim
∆x→0

|0 + ∆x| − |0|
∆x

= lim
∆x→0

|∆x|
∆x

= lim
∆x→0

−∆x

∆x
= −1.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ïðåäåë çàâèñèò îò òîãî, êàêîâ
çíàê ∆x, à ýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ íå èìååò ïðîèç-
âîäíîé. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò òîò ôàêò, ÷òî â òî÷êå
x = 0 äàííàÿ êðèâàÿ íå èìååò îïðåäåë¼ííîé êàñàòåëüíîé. J

Ïðàâèëà è ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Åñëè C �ïîñòîÿííîå ÷èñëî è u = u(x), v = v(x)�íåêîòîðûå
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

1) (C)′ = 0;
2) (u± v)′ = u′ ± v′;
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3) (uv)′ = u′v + uv′, â ÷àñòíîñòè, (Cu)′ = Cu′;

4)
(
u

v

)′
=

u′v − uv′

v2
, â ÷àñòíîñòè,

(
C

v

)′
= −Cv

′

v2
(v 6= 0);

5) (uv)
′

= v uv−1u′ + uv lnu v′;
6) åñëè y = f(u), u = ϕ(x), ò. å. y = f(ϕ(x))� ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ,

ñîñòàâëåííàÿ èç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, òî[
f(ϕ(x))

]′
= f ′(u)ϕ′(x) èëè

dy

dx
=

dy

du

du

dx
;

7) åñëè äëÿ ôóíêöèè y = f(x) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ x = g(y) è dg

dy = g′(y) 6= 0, òî

f ′(x) =
1

g′(y)
;

8) åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå äâóõ
óðàâíåíèé x = ϕ(t) è y = ψ(t), ãäå t� âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ,
íàçûâàåìàÿ ïàðàìåòðîì, ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) äèôôåðåíöèðóåìûå,
òî

f ′(x) =
ψ′(t)

ϕ′(t)
èëè

dy

dx
=

dy

dt

/
dx

dt
;

9) åñëè ôóíêöèÿ y = f(x)�íåîòðèöàòåëüíàÿ è äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ, òî

f ′(x) = f(x) ·
(
ln f(x)

)′
.

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé è ïðàâèë äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé:

1) (uα)′ = α · uα−1 · u′ (α ∈ R);
2) (au)′ = au · ln a · u′, â ÷àñòíîñòè, (eu)′ = eu · u′;

3) (loga u)′ =
1

u · ln a
· u′, â ÷àñòíîñòè, (lnu)′ =

1

u
· u′;

4) (sinu)′ = cosu · u′; 5) (cosu)′ = − sinu · u′;

6) (tg u)′ =
1

cos2 u
· u′; 7) (ctg u)′ = − 1

sin2 u
· u′;

8) (arcsinu)′ =
1√

1− u2
· u′; 9) (arccosu)′ = − 1√

1− u2
· u′;

10) (arctg u)′ =
1

1 + u2
· u′; 11) (arcctg u)′ = − 1

1 + u2
· u′;

12) (shu)′ = chu · u′; 13) (chu)′ = shu · u′;
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14) (thu)′ =
1

ch2 u
· u′; 15) (cthu)′ = − 1

sh2 u
· u′.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íàäî çíàòü ëèøü ïðàâèëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ è ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé, ñòðîãî ñîáëþäàòü ýòè ïðàâèëà ïðè âûïîëíåíèè óïðàæíå-
íèé.

Ïðèìåð 6. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = e−x
2

.
I Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé. Å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå öåïî÷êè ¾ïðîñòûõ¿ ôóíêöèé: y = eu, ãäå u = −x2. Ïî ïðàâèëó
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì

y′ =
(
e−x

2
)′
−x2
·
(
−x2

)′
= e−x

2

(−2x). J

Ïðèìåð 7. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
√

cos(3x− 2).
I Çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé òð¼õ ôóíêöèé:

y = u
1
2 , ãäå u = cos v, ãäå v = 3x − 2. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîíèìàòü,

÷òî, äèôôåðåíöèðóÿ âíåøíþþ ôóíêöèþ (ñòåïåííóþ èëè êîñèíóñ),
íåëüçÿ ìåíÿòü å¼ ñëîæíûé àðãóìåíò. Ïîýòîìó

y′ =
((

cos(3x− 2)
) 1

2

)′
=

1

2
·
(
cos(3x− 2)

)− 1
2 ·
(
cos(3x− 2)

)′
=

=
1

2
·
(
cos(3x− 2)

)− 1
2 ·
(
− sin(3x− 2)

)
· (3x− 2)′ =

=
1

2
·
(
cos(3x− 2)

)− 1
2 ·
(
− sin(3x− 2)

)
· 3 = − 3 sin(3x− 2)

2
√

cos(3x− 2)
. J

Ïðèìåð 8. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = arctg 3
√
x · lnx.

I Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ïî-
ëó÷àåì

y′ =
(
arctg 3

√
x
)′ · lnx+ arctg 3

√
x · (lnx)′ =

=
1

1 + ( 3
√
x)2
· ( 3
√
x)′ · lnx+ arctg 3

√
x · 1

x
=

=
1

1 + ( 3
√
x)2
· 1

3
x−

2
3 · lnx+ arctg 3

√
x · 1

x
=

=
lnx

3
3
√
x2
(

1 +
3
√
x2
) +

arctg 3
√
x

x
. J
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Ïðèìåð 9. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
tg 1

x

3sin x
.

IÏî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé, ïðî-
èçâîäíóþ îò çàäàííîé ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y′ =

(
tg 1

x

)′ · 3sin x − tg 1
x ·
(
3sin x

)′
(3sin x)

2 .

Ôóíêöèè tg 1
x è 3sin x � ñëîæíûå, ïðîèçâîäíûå îò ýòèõ ôóíêöèé ïî

ïåðåìåííîé x áóäóò ðàâíû:(
tg

1

x

)′
=

1

cos2 1
x

·
(

1

x

)′
=

1

cos2 1
x

·
(
− 1

x2

)
= − 1

x2 · cos2 1
x

;

(
3sin x

)′
= 3sin x · ln 3 · (sinx)′ = 3sin x · ln 3 · cosx.

Ïîäñòàâèì âû÷èñëåííûå ïðîèçâîäíûå â ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé
÷àñòíîãî:

y′ =
− 1
x2·cos2 1

x

· 3sin x − tg 1
x · 3

sin x · ln 3 · cosx

32 sin x
. J

Ïðèìåð 10. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = (arcsin 2x)ctg x.
IÏî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé ôóíê-

öèè ïîëó÷àåì

y′ = ctg x · (arcsin 2x)ctg x−1 · (arcsin 2x)′ +

+ (arcsin 2x)ctg x · ln(arcsin 2x) · (ctg x)′ =

= ctg x · (arcsin 2x)ctg x−1 · 1√
1− (2x)2

· 2 +

+ (arcsin 2x)ctg x · ln(arcsin 2x) ·
(
− 1

sin2 x

)
. J
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Ïðèìåð 11. Äëÿ ôóíêöèè y =
(x2 + 2) · 4

√
(x− 1)3 · ex

(x+ 5)3
íàéòè å¼

ïðîèçâîäíóþ.
IÌîæíî íàéòè y′ ñ ïîìîùüþ ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñò-

íîãî è ïðîèçâåäåíèÿ. Îäíàêî òàêîé ñïîñîá ñëèøêîì ãðîìîçäêèé.
Ïðèìåíèì ëîãàðèôìè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ëîãàðèôìèðóåì
ôóíêöèþ:

ln y = ln(x2 + 2) +
3

4
ln(x− 1) + x− 3 ln(x+ 5).

Äèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî x:

1

y
· y′ =

1

x2 + 2
· 2x+

3

4
· 1

x− 1
+ 1− 3 · 1

x+ 5
.

Âûðàæàåì y′:

y′ =
(x2 + 2) · 4

√
(x− 1)3 · ex

(x+ 5)3
·
(

2x

x2 + 2
+

3

4(x− 1)
+ 1− 3

x+ 5

)
. J

Ïðèìåð 12. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y(x), çàäàííîé ïà-
ðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = t3 è y = t2.

I Ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé
ïàðàìåòðè÷åñêè, ìîæíî çàïèñàòü

dy

dx
=

(t2)′

(t3)′
=

2t

3t2
=

2

3t
.

Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, íàéäÿ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèìîñòü y
îò x. Äåéñòâèòåëüíî, t = 3

√
x. Òîãäà y =

3
√
x2. Îòñþäà y′ = 2

3 3
√
x
, ò. å.

y′x = 2
3t . J

Óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé.
Óãîë ìåæäó êðèâûìè

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî óðàâ-
íåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå ñ àáñöèññîé
x0 èìååò âèä

y = f(x0) + f ′(x0) (x− x0). (3.5)
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Óðàâíåíèå íîðìàëè (ïåðïåíäèêóëÿðà) ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå
ñ àáñöèññîé x0 èìååò âèä

y = f(x0)− 1

f ′(x0)
(x− x0) (f ′(x0) 6= 0). (3.6)

Ïðè f ′(x0) = 0 óðàâíåíèå íîðìàëè èìååò âèä x = x0.
Óãëîì ìåæäó êðèâûìè y = f1(x) è y = f2(x) â òî÷êå èõ ïåðåñå-

÷åíèÿ íàçûâàþò óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì â ýòîé òî÷êå.
Ýòîò óãîë íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

tgϕ =

∣∣∣∣ f ′2(x0)− f ′1(x0)

1 + f ′1(x0) f ′2(x0)

∣∣∣∣ , (3.7)

ãäå x0 � àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ.

Ïðèìåð 13. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê
ãðàôèêó ôóíêöèè y = e2x â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 = 0.

I Îðäèíàòà òî÷êè êàñàíèÿ y(0) = e0 = 1. Â ëþáîé òî÷êå y′ =
2e2x. Â òî÷êå êàñàíèÿ y′(0) = 2. Ïîýòîìó èç ôîðìóëû (3.5) ñëåäóåò,
÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

y = 1 + 2(x− 0), èëè y = 2x+ 1, èëè 2x− y + 1 = 0,

à èç ôîðìóëû (3.6) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå íîðìàëè èìååò âèä

y = 1− 1

2
(x− 0), èëè y = −x

2
+ 1, èëè x+ 2y − 2 = 0. J

Ïðèìåð 14. Íàéòè óãîë ìåæäó êðèâûìè y = x2 è y = 3
√
x â

òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ.
I Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå x2 = 3

√
x èìååò êîðíè x1 = 1 è x2 = 0,

òî êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M1(1; 1) è M2(0; 0).
Òàê êàê (x2)′ = 2x, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò k1 êàñàòåëüíîé ê

ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 â òî÷êå ñ àáñöèññîé x1 = 1 ðàâåí k1 = 2.
Òàê êàê ( 3

√
x)′ = 1

3
3√
x2
, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò k2 êàñàòåëüíîé ê

ãðàôèêó ôóíêöèè y = 3
√
x â òî÷êå ñ àáñöèññîé x1 = 1 ðàâåí k2 = 1

3 .
Ñëåäîâàòåëüíî,

tgϕ1 =
2− 1

3

1 + 2 · 1
3

=
5
3
5
3

= 1,
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îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ1 = arctg 1 = π
4 .

Â òî÷êå x2 = 0 ôóíêöèÿ y = 3
√
x íå äèôôåðåíöèðóåìà, òàê êàê

å¼ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå áåñêîíå÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë, ïîä
êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ êðèâûå, îïðåäåëèì èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñî-
îáðàæåíèé: êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 â òî÷êå x2 = 0
ïàðàëëåëüíà îñè Ox, à êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = 3

√
x â

òî÷êå x2 = 0 ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè Ox, çíà÷èò, êðèâûå ïåðåñåêàþò-
ñÿ â ýòîé òî÷êå ïîä ïðÿìûì óãëîì. J

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, èëè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè y = f(x), íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé è

îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ: y′′, f ′′(x), d
2y
dx2 , ò. å.

y′′ = (y′)′.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y′ �ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ.
Ïðîèçâîäíàÿ îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé

òðåòüåãî ïîðÿäêà, èëè òðåòüåé ïðîèçâîäíîé, è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç y′′′ èëè f ′′′(x) èëè d3y

dx3 .
Âîîáùå, ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè y = f(x) íàçûâà-

åòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé (n−1)-ãî ïîðÿäêà è îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì y(n) èëè f (n)(x) èëè dny

dxn :

y(n) =
(
y(n−1)

)′
=

d

dx

(
y(n−1)

)
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y(n−1) �ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ.
Ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé áåð¼òñÿ â ñêîáêè äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî íåëü-

çÿ áûëî ïðèíÿòü çà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Ïðîèçâîäíûå ÷åòâ¼ðòîãî,
ïÿòîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ îáîçíà÷àþòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ ðèì-
ñêèõ öèôð: yIV , yV , yV I , . . . Â òàêîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé
ìîæíî ïèñàòü áåç ñêîáîê.

Åñëè s = s(t)� çàêîí ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè, òî s′ = ds

dt � ñêîðîñòü, à s′′ = d2s
dx2 � óñêîðåíèå ýòîé òî÷êè.

Åñëè çàâèñèìîñòü ôóíêöèè y îò àðãóìåíòà x çàäàíà â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì âèäå óðàâíåíèÿìè x = x(t) è y = y(t), òî

dy

dx
=
y′(t)

x′(t)
,

d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)
· 1

x′(t)
,

d3y

dx3
=

d

dt

(
d2y

dx2

)
· 1

x′(t)
, . . .
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Ïðèìåð 15. Íàéòè òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
x

ex
.

I Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé.

y′ =
( x
ex

)′
=

1 · ex − x · ex

(ex)2
=
ex(1− x)

e2x
=

1− x
ex

.

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

y′′ =

(
1− x
ex

)′
=
−1 · ex − (1− x) · ex

(ex)2
=
−ex(1 + 1− x)

e2x
=
x− 2

ex
.

Âû÷èñëèì òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ:

y′′′ =

(
x− 2

ex

)′
=

1 · ex − (x− 2) · ex

(ex)2
=
ex(1− x+ 2)

e2x
=

3− x
ex

. J

Ïðèìåð 16. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà
äëÿ ôóíêöèè y = ln(x+ 1).

I Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî, âòîðîãî, òðå-
òüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêîâ, âûïîëíèâ ïîñëåäîâàòåëüíîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå çàäàííîé ôóíêöèè:

y′ =
1

x+ 1
, y′′ = − 1

(x+ 1)2
, y′′ =

1 · 2
(x+ 1)3

, y′′ = − 1 · 2 · 3
(x+ 1)4

.

Èç âûðàæåíèé äëÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ÿñíî, ÷òî êàæäîå ïîñëå-
äóþùåå äèôôåðåíöèðîâàíèå óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè âûðàæåíèÿ (x+ 1) â çíàìåíàòåëå è äîáàâëÿåò â ÷èñëèòåëü
íàòóðàëüíûé ñîìíîæèòåëü, íà åäèíèöó áîëüøèé ïðåäûäóùåãî.

Çíàêè ïðîèçâîäíûõ ÷åðåäóþòñÿ, ïðè÷¼ì â ïðîèçâîäíûõ ÷¼òíîãî
ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ çíàê ¾ìèíóñ¿. Ó÷èòûâàÿ ýòî, çàïèøåì âûðà-
æåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâîëüíîãî (n-ãî) ïîðÿäêà:

y(n) = (−1)n−1 · (n− 1)!

(x+ 1)n
. J
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Ïðèìåð 17. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà
äëÿ ôóíêöèè y = sinx.

I Âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäíûå:

y′ = cosx = sin
(
x+

π

2

)
,

y′′ = cos
(
x+

π

2

)
= sin

(
x+ 2 · π

2

)
,

y′′ = cos
(
x+ 2 · π

2

)
= sin

(
x+ 3 · π

2

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(n) = cos
(
x+ (n− 1) · π

2

)
= sin

(
x+ n · π

2

)
. J

Ïðèìåð 18. Íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y(x), çà-
äàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè: x = ln t, y = t3 + 2t+ 1.

I Âû÷èñëèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

dy

dx
=

(t3 + 2t+ 1)′

(ln t)′
=

3t2 + 2

1/t
= 3t3 + 2t.

×òîáû âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ó÷ò¼ì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
y′(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèåé:

d2y

dx2
=

(3t3 + 2t)′

(ln t)′
=

9t2 + 2

1/t
= 9t3 + 2t. J

Äèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ è
èõ ïðèëîæåíèÿ

Äèôôåðåíöèàëîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ
ãëàâíàÿ ÷àñòü å¼ ïðèðàùåíèÿ, ëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò ïðèðàùåíèÿ
∆x = dx íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x. Äèôôåðåíöèàë dy ôóíêöèè
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ å¼ ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé:

dy = f ′(x) dx,

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f ′(x) =
dy

dx
.
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∆x

∆y
α

α

y = f(x)

Ðèñ. 3.7

Èç ðèñ. 3.7 âèäíî, ÷òî åñëè MM1 �äóãà ãðàôèêà ôóíêöèè y =
= f(x), MT �êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ ê íåìó â òî÷êå M(x; y), è
MA = ∆x = dx, òî îòðåçîê AB = dy, à îòðåçîê AM1 = ∆y.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = f(x), ñîîòâåòñòâó-
þùèé äàííûì çíà÷åíèÿì x è ∆x, ðàâåí ïðèðàùåíèþ îðäèíàòû êà-
ñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â äàííîé òî÷êå x è îòëè÷àåòñÿ îò å¼
ïðèðàùåíèÿ â ýòîé òî÷êå íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âûñøåãî ïîðÿäêà
ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆x.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà è ïðàâèë íà-
õîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ èìååì:

1) dC = 0, åñëè C = const;
2) d(Cu) = C du, åñëè C = const;
3) d(u± v) = du± dv;
4) d(u v) = v du+ u dv;

5) d
(
u

v

)
=

v du− u dv
v2

, åñëè v 6= 0;

6) df(u) = [f(u(x))]′ dx = f ′(u)u′(x) dx = f ′(u) du, åñëè u = u(x).
Èç ïîñëåäíåãî ïðàâèëà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà ïåðâîãî äèôôåðåí-

öèàëà íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíò ôóíêöèè íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèåé äðóãîãî àðãóìåíòà. Ýòî ñâîéñòâî
äèôôåðåíöèàëà íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû äèôôåðåí-
öèàëà.

Ïðèìåð 19. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = sin5 3x.
I Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ äàííîé ôóíêöèè:

y′ = 5 sin4 3x · (sin 3x)′ = 5 sin4 3x · cos 3x · (3x)′ =
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= 5 sin4 3x · cos 3x · 3,

òîãäà
dy = 15 sin4 3x · cos 3x dx. J

Äèôôåðåíöèàëîì n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà (n−1)-ãî ïîðÿäêà ýòîé ôóíêöèè,
ò. å.

dny = d(dn−1y).

Åñëè äàíà ôóíêöèÿ y = f(x), ãäå x�íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ,
òî

d2y = f ′′(x) dx2, d3y = f ′′′(x) dx3, . . . , dny = f (n)(x) dxn, . . .

Åñëè y = f(u), ãäå u = ϕ(x), òî

d2y = f ′′(u) du2 + f ′(u) d2u,

ò. å. ôîðìóëà ìåíÿåòñÿ, åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.
Ýòî èìååò ìåñòî è äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Ïðèìåð 20. Íàéòè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
y = ln(1 + x2).

I Èìååì

y′ =
2x

1 + x2
, y′′ =

2(1 + x2)− 2x · 2x
(1 + x2)2

=
2(1− x2)

(1 + x2)2
.

Òîãäà

d2y =
2(1− x2)

(1 + x2)2
dx. J

Òàê êàê äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îòëè÷àåòñÿ îò å¼ ïðèðàùåíèÿ
íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé
∆x, òî ∆y ≈ dx, èëè f(x+ ∆x)− f(x) ≈ f ′(x) ∆x, îòêóäà

f(x+ ∆x) ≈ f(x) + f ′(x) ∆x.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé ïðè ìàëîì ïðèðàùåíèè ∆x íåçà-
âèñèìîé ïåðåìåííîé x.
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Ïðèìåð 21. Âû÷èñëèòü ïðèðàùåíèå ñòîðîíû êóáà, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî åãî îáú¼ì óâåëè÷èëñÿ ñ 27 äî 27,1 ì3.

I Åñëè x� îáú¼ì êóáà, òî åãî ñòîðîíà y = 3
√
x. Ïî óñëîâèþ

çàäà÷è x = 27, ∆x = 0,1. Òîãäà ïðèðàùåíèå ñòîðîíû êóáà

∆y ≈ dy = y′(x) ∆x =
1

3 3
√

27
· 0,1 =

0,1

27
≈ 0,0037 ì. J

Ïðèìåð 22. Íàéòè ïðèáëèæ¼ííî sin 31◦.
I Ïîëàãàåì x = π/6, òîãäà

∆x = 1◦ · π

180◦
= 0,017,

sin 31◦ ≈ sin
π

6
+ cos

π

6
· 0,017 = 0,5 + 0,017 ·

√
3

2
≈ 0,515. J

Óïðàæíåíèÿ

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

3.79. y = 5x− 2. 3.80. y = x3. 3.81. y =
√
x. 3.82. y =

1

x
.

3.83. Çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èìååò âèä x = 4 +
+ 10t2, ãäå x�êîîðäèíàòà òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t. Íàéòè ñêî-
ðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t = 1.

3.84. Çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èìååò âèä x = 4t+
+5t2, ãäå x�êîîðäèíàòà òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t. Íàéòè ñêîðîñòü
òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t = 2.

3.85. Çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èìååò âèä x = 6 +
+ 8t− t2, ãäå x�êîîðäèíàòà òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t. Íàéòè ñêî-
ðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t = 3.

Íàéòè ïðîèçâîäíóþ äàííîé ôóíêöèè â òî÷êå x0:

3.86. y = 3x2 − 2x+
4

x
− 3, x0 = 2.

3.87. y =
8
√
x

+ 4
√
x+ 2x+ 9, x0 = 4.

3.88. y = 2ex + 3x+ 4, x0 = ln 3.

3.89. y = 6 lnx− x2 + x+ 1, x0 = 2.
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3.90. y = 3 sinx+ 2 tg x− x+ 1, x0 =
π

3
.

3.91. y = 5 arctg x+
√

3 arcsinx− x+ 1, x0 =
1

2
.

Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

3.92. y = tg x− ctg x. 3.93. y = x3 · sinx.

3.94. y =
x4 + 1

x4 − 1
. 3.95. y = 5

√
x arccosx− log6 x

x2
.

3.96. y = (x5 + 3x− 1)4. 3.97. y = 3

√(
x3+1
x3−1

)2
.

3.98. y = ex · tg 4x. 3.99. y =
3
√
x4 + sin4 x.

3.100. y = earctg
√
x. 3.101. y = x · ctg2 7x.

3.102. y =
sin2 x

ctg x+ 1
+

cos2 x

tg x+ 1
. 3.103. y = 2− cos4 5x.

3.104. y = (2x
4 − tg4 x)2. 3.105. y = ln5(x− 2−x).

3.106. y = sin(tg
√
x). 3.107. y = arctg

√
1 + x2.

3.108. y = sh(x2) 3.109. y = (2tg 3x + tg 3x)2.

3.110. y = x · sin2 x · 2x2

. 3.111. y = x3 · th3 x.

3.112. y = 2x/ ln x. 3.113. y = lg4(x5 − sin5 2x).

3.114. y = arctg
√

1 + e−x2 . 3.115. y = (sin 3x)cos 5x.

3.116. y = (x3 + 1)tg 2x. 3.117. y =
√
x sinx

√
1− ex.

3.118. y =
(x− 1)3 4

√
x+ 1

5
√

(x− 3)2
. 3.119. y = 3

√
x (x2 + 1)

(x2 − 1)2
.

Íàéòè y′(x) äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè ôóíêöèé y = y(x):

3.120. x = t− sin t, y = 1− cos t. 3.121. x = et sin t, y = et cos t.

3.122. x = sin2 t, y = cos2 t. 3.123. x = 5 ch t, y = 4 sh t.

Íàéòè óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê äàííîé êðèâîé â òî÷êå
x0 (ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó t0):

3.124. y = x2 − 2x, x0 = 4. 3.125. y = 3x3 − x+ 2, x0 = −1.

3.126. y =
x2

4
− x+ 1, x0 = 1. 3.127. y = x3 + 2x− 2, x0 = 1.

3.128. x =
√

2 cos3 t, y =
√

2 sin3 t, t0 = π
4 .

3.129. x = t− sin t, y = 1− cos t, t0 = π
2 .

3.130. x =
1 + t

t3
, y =

3

2t2
+

1

2t
, t0 = 1.
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Íàéòè óãîë ìåæäó ëèíèÿìè:

3.131. y = x− x3 è y = 5x. 3.132. y = x3 è y =
1

x2
.

3.133. y = 1 + sinx è y = 1. 3.134. y =
√

2 sinx è y =
√

2 cosx.

Íàéòè ïðîèçâîäíûå óêàçàííûõ ïîðÿäêîâ äëÿ ñëåäóþùèõ
ôóíêöèé:

3.135. y = (1 + 4x2) arctg 2x, y′′ =?

3.136. y = e−3x(cos 2x+ sin 2x), y′′ =?

3.137. y = (1 + x2) · ln(1 + x2), y′′ =?

3.138. y =
√

1− 4x2 · arcsin 2x, y′′ =?

3.139. y = ln(x+
√
x2 + a2), y′′′ =? 3.140. y = sh2 x, y′′′ =?

3.141. y = xex, y(n) =? 3.142. y = 2x + 2−x, y(n) =?

3.143. y =
1

2x+ 1
, y(n) =? 3.144. y = x2 sinx, y(n) =?

Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè:

3.145. y = arctg
√
x. 3.146. y = x2 lnx. 3.147. y =

x− 2

x2 + 1
.

3.148. y = 2cos x. 3.149. y = ln3 sinx. 3.150. y = 3
√
x5 − 1.

Íàéòè ïðèðàùåíèå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = y(x) â îáùåì
âèäå, à òàêæå â òî÷êå x0, åñëè èçâåñòíî ∆x:

3.151. y = x3 + 2x, x0 = 1, ∆x = 0,01.

3.152. y = x2 + x− 5, x0 = 0, ∆x = 0,5.

Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííî:

3.153. 3
√

26. 3.154. tg 44◦. 3.155. (1,02)5.

Íàéòè dy è d2y:

3.156. y = sin2 x. 3.157. y =
x− 1

x+ 1
. 3.158. y = x(lnx− 1).

3.3. Òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèÿõ

Òåîðåìû î ñðåäíåì

Ðàññìîòðèì ðÿä òåîðåì, èìåþùèõ áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðè-
êëàäíîå çíà÷åíèå.
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Òåîðåìà 3.10 (Ðîëëÿ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè ýòîãî îòðåçêà è f(a) = f(b),
òî ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà òî÷êà x = c (a < c < b)
òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0.

Òåîðåìà 3.11 (Ëàãðàíæà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè ýòîãî îòðåçêà, òî ñóùå-
ñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà òî÷êà x = c (a < c < b) òàêàÿ,
÷òî

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà êîíå÷íûõ ïðèðà-
ùåíèé.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåð-
âàëå (a; b) è åñëè âñþäó íà ýòîì èíòåðâàëå f ′(x) = 0, òî ôóíêöèÿ
f(x) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà èíòåðâàëå (a; b).

Òåîðåìà 3.12 (Êîøè). Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû
íà îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè ýòîãî îòðåçêà, ïðè-
÷¼ì g′(x) 6= 0 íèãäå ïðè a < x < b, òî íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà
òî÷êà x = c (a < c < b) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Ïðèìåð 1. Ïðîâåðèòü, ñïðàâåäëèâà ëè òåðåìà Ðîëëÿ äëÿ ôóíê-
öèè f(x) = x2 − 2x íà îòðåçêå [−1; 3], íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-
÷åíèå c (åñëè îíî ñóùåñòâóåò).

I Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−1; 3] è äèôôåðåíöèðóåìà
íà èíòåðâàëå (−1; 3). Êðîìå òîãî, f(−1) = f(3) = 3, ïîýòîìó òåî-
ðåìà Ðîëëÿ íà äàííîì îòðåçêå äëÿ äàííîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâà.
Íàéä¼ì çíà÷åíèå c ∈ (−1; 3), äëÿ êîòîðîãî f ′(c) = 0, èç ðàâåíñòâà
(x2 − 2x)′ = 0, ò. å. 2x− 2 = 0, îòêóäà x = 1. Ïîñêîëüêó 1 ∈ (−1; 3),
òî c = 1�èñêîìîå çíà÷åíèå. J

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî arcsinx+arccosx = π
2 , ãäå x ∈ [−1; 1].

I Ïóñòü f(x) = arcsinx + arccosx. Òîãäà ∀x ∈ (−1; 1) èìååì
f ′(x) = 1√

1−x2
+ −1√

1−x2
= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(x) = C, ò. å.

arcsinx + arccosx = C. Ïîëîæèâ x = 0, íàõîäèì 0 + π
2 = C, ò. å.

140



C = π
2 . Ïîýòîìó arcsinx+ arccosx = π

2 . Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ
è ïðè x = ±1. J

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

Ðàññìîòðèì ñïîñîá ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà
[

0
0

]
è[∞

∞
]
, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 3.13 (Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü äâå ôóíêöèè f(x) è g(x)
äèôôåðåíöèðóåìû âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, çà
èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0. Ïóñòü, äàëåå, ôóíê-
öèè f(x) è g(x) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ (èëè ±∞) ïðè x → x0 è ïðî-
èçâîäíàÿ g′(x) îòëè÷íà îò íóëÿ âñþäó â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)

ïðåäåë lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) , òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim

x→x0

f(x)
g(x) , ïðè÷¼ì

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.
Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ñïðàâåäëèâî è ïðè x0 = ±∞.
Åñëè ÷àñòíîå f ′(x)

g′(x) âíîâü äà¼ò â ïðåäåëüíîé òî÷êå íåîïðåäåë¼í-
íîñòü îäíîãî èç äâóõ íàçâàííûõ âèäîâ è ôóíêöèè f ′(x) è g′(x) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû Ëîïèòàëÿ, òî ìîæíî ïåðåéòè ê îò-
íîøåíèþ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ è ò. ä. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî
ïðåäåë îòíîøåíèÿ ñàìèõ ôóíêöèé ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, â òî âðåìÿ
êàê îòíîøåíèå ïðîèçâîäíûõ íå ñòðåìèòñÿ íè ê êàêîìó ïðåäåëó.

Ïðèìåð 3. Íàéòè lim
x→∞

x+ sinx

x+ cosx
.

I Èìååì

lim
x→∞

x+ sinx

x+ cosx
= lim
x→∞

1 + sin x
x

1 + cos x
x

=
1 + 0

1 + 0
= 1.

Íî ïðåäåë âèäà

lim
x→∞

(x+ sinx)′

(x+ cosx)′
= lim
x→∞

1 + cosx

1 + sinx
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íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïðè x→∞ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0; 2], à ñàìî îòíî-
øåíèå ïðîèçâîäíûõ ïðèíèìàåò ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ â ýòîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìî. J

Ïðèìåð 4. Íàéòè lim
x→0

sinx+ e−x − 1

x2
.

I ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äàííîé äðîáè íåïðåðûâíû, äèôôå-
ðåíöèðóåìû è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïðèìå-
íèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

sinx+ e−x − 1

x2
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(sinx+ e−x − 1)
′

(x2)
′ =

= lim
x→0

cosx− e−x

2x
=

[
0

0

]
= lim
x→0

− sinx+ e−x

2
=

1

2
. J

Ïðèìåð 5. Íàéòè lim
x→0

lnx

ln sinx
.

I Â äàííîì ñëó÷àå èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
[∞
∞
]
. Ïðèìå-

íÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì

lim
x→0

lnx

ln sinx
=
[∞
∞

]
= lim
x→0

1
x

1
sin x · cosx

=

= lim
x→0

sinx

x cosx
=

[
0

0

]
= lim
x→0

cosx

cosx− x sinx
=

1

1− 0
= 1. J

Íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà [0 · ∞] ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîèçâåäåíèÿ ôóíê-
öèé f(x) · g(x), â êîòîðîì lim

x→x0

f(x) = 0 è lim
x→x0

g(x) = ∞. Ýòî ïðî-

èçâåäåíèå ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ â ÷àñòíîå âèäà f(x)
1/g(x) èëè

g(x)
1/f(x) , ÷òî

äà¼ò íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà
[

0
0

]
èëè

[∞
∞
]
.

Ïðèìåð 6. Íàéòè lim
x→2

(2− x) · tg πx

4
.

I Ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

lim
x→2

(2− x) · tg πx
4

= [0 · ∞] = lim
x→2

2− x
ctg πx

4

=

[
0

0

]
=

= lim
x→2

−1

− 1
sin2 πx

4
· π4

=
4

π
. J
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Åñëè lim
x→x0

f(x) =∞ è lim
x→x0

(x) =∞, òî ðàçíîñòü f(x)− (x) äà¼ò

íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà [∞−∞]. Íî

f(x)− g(x) =
1
1

f(x)

− 1
1

g(x)

=

1
g(x) −

1
f(x)

1
f(x) ·

1
g(x)

,

ïðèõîäèì ê íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà
[

0
0

]
.

Ïðèìåð 7. Íàéòè lim
x→1

(
1

ln x −
1

x−1

)
.

I Ïðèâîäèì âûðàæåíèå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèìåíÿåì
ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= [∞−∞] = lim

x→1

x− 1− lnx

lnx · (x− 1)
=

[
0

0

]
=

= lim
x→1

1− 1
x

x−1
x + lnx

=

[
0

0

]
= lim
x→1

1
x2

1
x2 + 1

x

=
1

2
. J

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà [f(x)]
g(x).

Åñëè lim
x→x0

f(x) = 0, lim
x→x0

g(x) = 0, òî èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü

âèäà
[
00
]
.

Åñëè lim
x→x0

f(x) = 1, lim
x→x0

g(x) = ∞, ïðèõîäèì ê íåîïðåäåë¼ííî-

ñòè âèäà [1∞].
Åñëè lim

x→x0

f(x) = ∞, lim
x→x0

g(x) = 0, ïîëó÷àåì íåîïðåäåë¼ííîñòü

âèäà
[
∞0
]
.

Äëÿ ðàñêðûòèÿ ýòèõ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ëî-
ãàðèôìèðîâàíèÿ. Ïóñòü lim

x→x0

[f(x)]
g(x)

= A. Òàê êàê ëîãàðèôìè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òî lim
x→x0

ln y = ln lim
x→x0

y. Òîãäà

lnA = lim
x→x0

[g(x) · ln f(x)]

è íåîïðåäåë¼ííîñòè òð¼õ ðàññìàòðèâàåìûõ âèäîâ ñâîäÿòñÿ ê íåîïðå-
äåë¼ííîñòè âèäà [0 · ∞].
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Ïðèìåð 8. Íàéòè lim
x→0

(
1

x

)tg x

.

I Îáîçíà÷èì èñêîìûé ïðåäåë ÷åðåç A. Òîãäà

lnA = lim
x→0

tg x ln
1

x
= [0 · ∞] = lim

x→0

ln 1
x

ctg x
=
[∞
∞

]
=

= lim
x→0

x(− 1
x2 )

− 1
sin2 x

= lim
x→0

x

(
sinx

x

)2

= 0 · 12 = 0.

Îòñþäà

lim
x→0

(
1

x

)tg x

= A = elnA = e0 = 1. J

Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ôîðìóëà Òåéëîðà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ôîðìóë ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ êàê â
àíàëèçå, òàê è â ñìåæíûõ äèñöèïëèíàõ.

Òåîðåìà 3.14 (Òåéëîðà�Ïåàíî). Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-
íî. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o ((x− x0)n) . (3.8)

Ôîðìóëà (3.8) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-
íîì â ôîðìå Ïåàíî.

Òåîðåìà 3.15 (Òåéëîðà�Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìå-
åò (n + 1)-þ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëå (a; b) è x0 ∈ (a; b). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x ∈ (a; b) íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c, ëåæàùàÿ ìåæäó x
è x0, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +

f (n)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1. (3.9)
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Ôîðìóëà (3.9) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-
íîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Â ñëó÷àå x0 = 0 ôîðìóëà Òåéëîðà ïðèíèìàåò âèä

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + o (xn)

è íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà.
Ïîëåçíî ïîìíèòü ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà íåêîòî-

ðûõ âàæíåéøèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn),

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2),

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1),

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ xn

n
+ o(xn),

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + . . .

· · ·+ α(α− 1) · . . . · (α− (n− 1))

n!
xn + o(xn).

Ïðèìåð 9. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèþ

f(x) =
1

x
â òî÷êå x0 = 1.

I Ñíà÷àëà íàéä¼ì ôîðìóëó äëÿ n-ãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ. Òàê
êàê

f ′(1) = − 1

x2

∣∣∣
x=1

= −1!, f ′′(1) =
1 · 2
x3

∣∣∣
x=1

= 2!,

f ′′′(1) = −2! · 3
x4

∣∣∣
x=1

= −3!, f IV (1) =
3! · 4
x5

∣∣∣
x=1

= 4!, . . . ,

f (n)(1) = (−1)n · n!,

òî
f (n)(1)

n!
(x− 1)n = (−1)n · (x− 1)n.
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Îòñþäà

1

x
= 1− (x− 1) + (x− 1)2 − (x− 1)3 + . . .

· · ·+ (−1)n · (x− 1)n + o((x− 1)n), x→ 0. J

Ïðèìåð 10. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ
f(x) = arctg x äî o(x3).

I Íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü äàííóþ ôóíêöèþ â âèäå

arctg x = arctg(0) +
arctg′(0)

1!
x+

arctg′′(0)

2!
x2 +

+
arctg′′′(0)

3!
x3 + o(x3), x→ 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

arctg(0) = 0, arctg′(0) =
1

1 + x2

∣∣∣
x=0

= 1,

arctg′′(0) =
−2x

(1 + x2)2

∣∣∣
x=0

= 0, arctg′′′(0) =
2(3x2 − 1)

(1 + x2)3

∣∣∣
x=0

= −2,

ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå:

arctg x = x− x3

3
+ o(x3). J

Ïðèìåð 11. Íàéòè ÷èñëî e ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001.
I Çàïèøåì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè f(x) = ex ñ îñòà-

òî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

ecxn+1

(n+ 1)!
.

Ïîëîæèì x = 1:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

ec

(n+ 1)!
.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ e ñ òî÷íîñòüþ 0,001 îïðåäåëèì n èç óñëîâèÿ,
÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí ec

(n+1)! ìåíüøå 0,001. Òàê êàê 0 < c < 1, òî
ec < 3. Ïîýòîìó ïðè n = 6 èìååì

ec

7!
<

3

5040
= 0,0006 < 0,001.

Èòàê, ïîëó÷àåì ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî

e ≈ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
≈

≈ 2 + 0,5 + 0,1667 + 0,0417 + 0,0083 + 0,0014 = 2,7181,

ò. å. e ≈ 2,718. J

Ïðèìåð 12. Íàéòè lim
x→1

lnx− x+ 1

(x− 1)2
.

I Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
[

0
0

]
, è â ïðèíöèïå å¼ ìîæíî

áûëî áû ðàñêðûòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ, íî ìû ñäåëàåì
èíà÷å. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ lnx â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
â ôîðìå Ïåàíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 1 äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 2:

lnx = ln(1 + (x− 1)) = (x− 1)− (x− 1)2

2
+ o((x− 1)2).

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â ïðåäåë. Èìååì

lim
x→1

lnx− x+ 1

(x− 1)2
=

[
0

0

]
=

= lim
x→1

(x− 1)− (x−1)2

2 + o((x− 1)2)− x+ 1

(x− 1)2
=

= lim
x→1

− (x−1)2

2 + o((x− 1)2)

(x− 1)2
= lim
x→1

(
−1

2
+
o((x− 1)2)

(x− 1)2

)
= −1

2
. J

Ïðèìåð 13. Íàéòè lim
x→0

sin(sinx)− x 3
√

1− x2

x5
.

I Â çíàìåíàòåëå ñòîèò x5, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè ìíîãî÷ëåí
Òåéëîðà ÷èñëèòåëÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà o(x5) ïðè x → 0. Ïî-
ñêîëüêó sinx ∼ x, ïîëó÷àåì o(x5) = o(sin5 x), x → 0. Ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà èìååì

sin(sinx) = sinx− sin3 x

6
+

sin5 x

120
+ o(sin5 x),
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sinx = x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5).

Òîãäà

sin3 x =
(
x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)3

= (x+ α(x))
3

=

= x3 + 3x2α(x) + 3xα2(x) + α3(x),

ãäå α(x) = −x
3

6 + x5

120 + o(x5). Ïðè x→ 0 ïîëó÷àåì

α(x) ∼ −x
3

6
, x α2(x) ∼ x · x

6

36
= o(x5), α3(x) ∼ − x9

216
= o(x5),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

sin3 x = x3 − x5

2
+ o(x5).

Íàêîíåö, sin5 x ∼ x5 ïðè x→ 0, ò. å.

sin5 x = x5 + o(x5).

Çíà÷èò, ïðè x→ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

sin(sinx) = x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)− 1

6

(
x3 − x5

2
+ o(x5)

)
+

+
1

120

(
x5 + o(x5)

)
= x− x3

3
+

x5

120
+ o(x5).

Àíàëîãè÷íî

x
3
√

1− x2 = x(1− x2)1/3 = x
(

1− x2

3
− x4

9
+ o(x4)

)
=

= x− x3

3
− x5

9
+ o(x5).

Èòàê,

sin(sinx)− x 3
√

1− x2 =

= x− x3

3
+

x5

120
+ o(x5)− x+

x3

3
+

x5

9
+ o(x5) =

=
19

90
x5 + o(x5),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→0

sin(sinx)− x 3
√

1− x2

x5
= lim
x→0

(
19

90
+

o(x5)

x5

)
=

19

90
. J
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Óïðàæíåíèÿ

Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû Ðîëëÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà
äàííîì îòðåçêå, íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå c (åñëè îíî
ñóùåñòâóåò):

3.159. f(x) = |x| − 2, [−2; 2]. 3.160. f(x) = −x2 + 4x− 3, [0; 4].

3.161. f(x) = cosx, [π2 ; 3π
2 ]. 3.162. f(x) =

5
√
x2, [−1; 1].

Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè f(x)
íà äàííîì îòðåçêå, íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå c (åñëè îíî
ñóùåñòâóåò):

3.163. f(x) = ex, [0; 1]. 3.164. f(x) = 1
x , [ 1

3 ; 1
2 ].

3.165. f(x) = |x− 1|, [0; 3].

Íàéòè ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ïðàâèëè Ëîïèòàëÿ:

3.166. lim
x→−1

x3 + 3x2 + 2x

−x3 − 9x2 + 8
. 3.167. lim

x→1

x3 − 7x2 + 4x+ 2

x3 − 5x+ 4
.

3.168. lim
x→∞

3x3 − 2x2 + x− 4

−x3 + x+ 13
. 3.169. lim

x→0

9x− 4 sin 3x

8x
.

3.170. lim
x→3

9− x2

x−
√

6 + x
. 3.171. lim

x→
π

2

ln(π−2x)
tg x .

3.172. lim
x→0

1− cos 2x

x4
. 3.173. lim

x→0

x cosx− sinx

x3
.

3.174. lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sinx
. 3.175. lim

x→0

ex − e−x − sin 2x

x3 cosx
.

3.176. lim
x→+∞

π − 2 arctg x

ln(1 + 1
x

)
. 3.177. lim

x→π

cosx ln(x− π)

ln(ex − eπ)
.

3.178. lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

lnx

)
. 3.179. lim

x→1

(
1

1− x3
− 1

1− x2

)
.

3.180. lim
x→0

(
1

x sinx
− 1

x2

)
. 3.181. lim

x→0

(
ctg x− 1

x

)
.

3.182. lim
x→π/2

(secx− tg x). 3.183. lim
x→+∞

x2 · e−x.

3.184. lim
x→0

x lnx. 3.185. lim
x→1

(1− x) tg πx
2 .

3.186. lim
x→0

x · ln ctg x. 3.187. lim
x→+∞

[(π − 2 arctg x) lnx].

3.188. lim
x→0

(sinx)x. 3.189. lim
x→∞

(ex + x)1/x.

3.190. lim
x→π/2

(tg x)2 cos x. 3.191. lim
x→0

x
1

ln(ex−1) .
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Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí P (x) ïî ñòåïåíÿì x− x0:

3.192. P (x) = x3 + 4x2 − 6x− 8, x0 = −1.

3.193. P (x) = x5 − 3x4 + 7x+ 2, x0 = 2.

Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèþ f(x) â òî÷êå x0:

3.194. f(x) = 2x, x0 = log2 3. 3.195. f(x) =
x2 lnx

2
, x0 = 1.

Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Ìàêëîëðåíà ôóíêöèþ f(x) äî o(xk):

3.196. f(x) = e2−x, k = 4. 3.197. f(x) = arcsinx, k = 3.

Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî ε, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêëîðåíà:

3.198. sin 1◦, ε = 0,0001. 3.199. ln 1,3, ε = 0,001.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêëîðåíà, âû÷èñëèòü ïðåäåëû:

3.200. lim
x→0

tg x− sinx

x3
. 3.201. lim

x→0

e−
x2

2 − cosx

x4
.

3.202. lim
x→0

x− ln(1 + x)

x2
. 3.203. lim

x→0

x− arctg x

x2 sinx
.

3.4. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé è

ïîñòðîåíèå èõ ãðàôèêîâ

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà îáùèõ ïðè¼ìîâ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíê-
öèé.

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè. Ýêñòðåìóìû

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (íåóáûâàþùåé) íà íå-
êîòîðîì ïðîìåæóòêå, åñëè äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç ýòîãî ïðîìåæóò-
êà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1 < x2, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f(x1) < f(x2) (f(x1) 6 f(x2)).

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé) íà íå-
êîòîðîì èíòåðâàëå, åñëè äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç ýòîãî ïðîìåæóò-
êà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1 < x2, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f(x1) > f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Åñëè ôóíêöèÿ óáûâàåò èëè âîçðàñòàåò íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå, òî
îíà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Ïåðå÷èñëèì ïðè-
çíàêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 3.16 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè). Åñëè äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò (óáû-
âàåò), òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ íà ýòîì èíòåðâàëå íåîòðèöàòåëüíà
(íåïîëîæèòåëüíà), ò. å. f ′(x) > 0 (f ′(x) 6 0).

Òåîðåìà 3.17 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè). Åñëè äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïîëîæè-
òåëüíóþ (îòðèöàòåëüíóþ) ïðîèçâîäíóþ, ò. å. f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0),
òî îíà âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå óáûâàåò èëè íå âîçðàñòà-
åò, íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. Õàðàê-
òåð ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî â òåõ òî÷êàõ
å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, â êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ çíàê ïåðâîé ïðîèç-
âîäíîé. Òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, à å¼ ïðîèçâîäíàÿ
îáðàùàåòñÿ â íîëü èëè òåðïèò ðàçðûâ, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.

Ïðèìåð 1. Íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è êðèòè÷åñêèå
òî÷êè ôóíêöèè y = 2x2 − lnx.

I Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè x > 0. Íàõîäèì å¼ ïðîèç-
âîäíóþ

y′ = 4x− 1

x
=

4x2 − 1

x
.

Â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y′ = 0 ïðè 4x2−1 = 0, ò. å. ïðè
x0 = 1

2 . Íàéäåííàÿ òî÷êà ðàçáèâàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
íà èíòåðâàëû (0; 1

2 ) è ( 1
2 ; +∞). Â ïåðâîì èç íèõ y′ < 0, à âî âòî-

ðîì� y′ > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èíòåðâàëå (0; 1
2 ) äàííàÿ ôóíêöèÿ

óáûâàåò, à â èíòåðâàëå ( 1
2 ; +∞)� âîçðàñòàåò. J

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
(ìèíèìóìà) ôóíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0,
â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è äëÿ ëþáîãî x 6= x0 èç ýòîé
îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)).

Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íàçûâàþò òî÷êàìè ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè, à ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè� å¼ ýêñòðåìàëüíû-
ìè çíà÷åíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà îáÿçà-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 3.18 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Åñëè ôóíê-
öèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, òî ëèáî f

′(x0) =
0, ëèáî f ′(x0) íå ñóùåñòâóåò.

Èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷å-
ñêîé, íî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå íà ïðèìåðàõ, íå âñÿêàÿ êðèòè-
÷åñêàÿ òî÷êà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè åñòü å¼ òî÷êà ýêñòðåìóìà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì áîëåå âàæíûì ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäñòâèå èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ, à èìåííî: åñëè ïðîèçâîäíàÿ
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè îòëè÷íà îò íóëÿ, òî â òî÷êå
x0 ó ýòîé ôóíêöèè íåò ýêñòðåìóìà.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = (x+ 1)3.
I Ïðîèçâîäíàÿ äàííîé ôóíêöèè y′ = 3(x + 1)2 â òî÷êå x = −1

ðàâíà íóëþ. Íî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ýêñòðåìóìà íå èìååò, òàê êàê
(x + 1)3 > 0 ïðè x > −1, (x + 1)3 < 0 ïðè x < −1, (x+ 1)3 = 0 ïðè
x = −1. Èòàê, îáðàùåíèå â íîëü ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íå îáåñïå-
÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. J

Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = |x|.
I Äëÿ äàííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èìååì y(0) = 0. Òàê êàê

ïðè x 6= 0 y = |x| > 0, òî x = 0� òî÷êà ìèíèìóìà. Íî ôóíêöèÿ
y = |x| íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0. J

Äëÿ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íàõîäÿò âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, à çàòåì èññëåäóþò êàæ-
äóþ èç íèõ (â îòäåëüíîñòè) ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ, áóäåò ëè â ýòîé
òî÷êå ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì èëè æå ýêñòðåìóìà â íåé íåò.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ îïèðàåòñÿ íà ñëå-
äóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.19 (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì
êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x0, è äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ ýòî-
ãî èíòåðâàëà (êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0). Åñëè f

′(x)
ïðè x < x0 ïîëîæèòåëüíà, à ïðè x > x0 îòðèöàòåëüíà, òî ïðè
x = x0 ôóíêöèÿ f(x) èìååò ìàêñèìóì. Åñëè æå f ′(x) ïðè x < x0

îòðèöàòåëüíà, à ïðè x > x0 ïîëîæèòåëüíà, òî ïðè x = x0 äàííàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì.
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Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî óêàçàííûå íåðàâåíñòâà äîëæíû âû-
ïîëíÿòüñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè x0.

Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = 2x+3
3
√
x2.

I Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé. Íàéä¼ì å¼ ïðîèçâîäíóþ:

y′ = 2 +
2
3
√
x

=
2
3
√
x

( 3
√
x+ 1).

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè äàííîé ôóíêöèè áóäóò x1 = −1, â êî-
òîðîé y′ = 0, è x2 = 0, â êîòîðîé y′ òåðïèò ðàçðûâ. Ýòè òî÷êè
ðàçáèâàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íà èíòåðâàëû (−∞;−1),
(−1; 0), (0; +∞), â êàæäîì èç êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ñî-
õðàíÿåò çíàê. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ. Èìååì: y′(−8) = 1 > 0,
ò. å. â èíòåðâàëå (−∞;−1) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò; f ′(−1/8) = −2 < 0,
ñëåäîâàòåëüíî, â èíòåðâàëå (−1; 0) ôóíêöèÿ óáûâàåò; f ′(1) = 3 > 0,
ò. å. â èíòåðâàëå (0; +∞) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, ïðè ïåðåõî-
äå ÷åðåç òî÷êó x1 = −1 â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ x çíàê ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé ìåíÿåòñÿ ñ ¾+¿ íà ¾−¿, ò. å. òî÷êà x1 = −1 ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è yìàêñ = y(−1) = 1. Äëÿ òî÷êè
x2 = 0 çíàê ïåðâîé ïðîèçâîäíîé èçìåíÿåòñÿ ñ ¾−¿ íà ¾+¿, à ýòî
çíà÷èò, ÷òî òî÷êà x2 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è
yìèí = y(0) = 0. J

Òåîðåìà 3.20 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è f ′(x0) =
= 0. Òîãäà â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, åñëè
f ′′(x0) < 0, è ëîêàëüíûé ìèíèìóì, åñëè f ′′(x0) > 0.

Â ñëó÷àå êîãäà f ′′(x0) = 0, òî÷êà x0 ìîæåò è íå áûòü ýêñòðå-
ìàëüíîé.

Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = 2 sinx +
+ cos 2x.

I Òàê êàê ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïåðèîäà 2π, òî äî-
ñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà îòðåçêå [0; 2π]. Íàéäåì ïåðâóþ
è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè:

y′ = 2 cosx− 2 sin 2x = 2 cosx(1− 2 sinx).
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y′′ = −2 sinx− 4 cos 2x.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè äàííîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
2 cosx(1− 2 sinx) = 0, îòêóäà x1 = π

6 , x2 = π
2 , x3 = 5π

6 , x4 = 3π
2 .

Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â ýòèõ òî÷êàõ: y′′(π6 ) =
= −3 < 0, ò. å. òî÷êà x1 = π

6 � òî÷êà ìàêñèìóìà è yìàêñ = y(π6 ) = 3
2 ;

y′′(π2 ) = 2 > 0, ò. å. òî÷êà x2 = π
2 � òî÷êà ìèíèìóìà è yìèí = y(π2 ) =

= 1; y′′( 5π
6 ) = −3 < 0, ò. å. òî÷êà x3 = 5π

6 � òî÷êà ìàêñèìóìà è
yìàêñ = y( 5π

6 ) = 3
2 ; y

′′( 3π
2 ) = 6 > 0, ò. å. òî÷êà x4 = 3π

2 � òî÷êà
ìèíèìóìà è yìèí = y( 3π

2 ) = −3. J

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå x0 èìååì f ′(x0) = 0
è f ′′(x0) = 0, òî â ýòîé òî÷êå ìîæåò áûòü ëèáî ìàêñèìóì, ëèáî
ìèíèìóì, ëèáî íåò íè òîãî íè äðóãîãî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3.21 (òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n, ïðè÷¼ì
f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0 è f (n)(x0) 6= 0. Òîãäà åñ-
ëè n ÷¼òíî, òî x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ïðè
f (n)(x0) < 0 è òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïðè f (n)(x0) > 0; åñ-
ëè ÷èñëî n íå÷¼òíî, òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x0 íå áóäåò òî÷êîé
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïðèìåð 6. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = x4−4x3 +
+ 6x2 − 4x+ 1.

I Íàéä¼ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè.

y′ = 4x3 − 12x2 + 12x− 4 = 4(x3 − 3x2 + 3x− 1) = 4(x− 1)3.

Èç óðàâíåíèÿ 4(x − 1)3 = 0 ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ
òî÷êó x = 1. Èññëåäóåì õàðàêòåð ýòîé òî÷êè:

y′′ = 12x2 − 24x+ 12, y′′(1) = 0,

y′′′ = 24x− 24, y′′′(1) = 0,

yIV = 24, yIV (1) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x = 1 èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì è
yìèí = y(1) = 0. J
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Íà îòðåçêå [a; b] íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) ìîæåò äîñòè-
ãàòü íàèìåíüøåãî (yíàèì) èëè íàèáîëüøåãî (yíàèá) çíà÷åíèÿ ëèáî â
êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ôóíêöèè, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (a; b), ëèáî íà
êîíöàõ îòðåçêà [a; b].

Ïðèìåð 7. Íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè y = x3 − 3x+ 3 íà îòðåçêå [−2; 3].

I Ïðîèçâîäíàÿ äàííîé ôóíêöèè y′ = 3x2 − 3. Òîãäà y′ = 0 ïðè
x1 = −1 è x2 = 1. Îáå ýòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïðèíàäëåæàò èíòåð-
âàëó (−2; 3). Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è
íà êîíöàõ îòðåçêà: y(−1) = 5, y(1) = 1, y(−2) = 1, y(3) = 21. Ñðàâ-
íèâàÿ ïîëó÷åííûå ÷èñëà, çàêëþ÷àåì, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà
îòðåçêå [−2; 3] ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â òî÷êàõ x2 = 1 è a = −2, à íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå � â òî÷êå b = 3. Èòàê, íà îòðåçêå [−2; 3] yíàèì = 1,
à yíàèá = 21. J

Âûïóêëîñòü ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç (ââåðõ ) íà íåêîòîðîì
ïðîìåæóòêå, åñëè îíà îïðåäåëåíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå è äëÿ ëþáûõ
äâóõ òî÷åê x1 è x2 èç ýòîãî ïðîìåæóòêà è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà t ∈ [0; 1]
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(t x1 + (1− t)x2) 6 t f(x1) + (1− t)f(x2)
(f(t x1 + (1− t)x2) > t f(x1) + (1− t)f(x2)).

Ãåîìåòðè÷åñêè óñëîâèå âûïóêëîñòè âíèç (ââåðõ) îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2, x1 < x2 ãðàôèê ôóíêöèè íà îòðåçêå [x1;x2]
ëåæèò íå âûøå (íå íèæå) õîðäû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (x1; f(x1)) è
(x2; f(x2)). Ïðè ýòîì åñëè íà èíòåðâàëå (x1;x2) ãðàôèê ôóíêöèè
f(x) èìååò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ õîðäîé, òî îí ñîâïàäàåò ñ
íåé âñþäó íà îòðåçêå [x1;x2].

Äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç
(ââåðõ) íà (a; b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ãðàôèê ëåæèò íå
íèæå (íå âûøå) êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé ê íåìó â ëþáîé òî÷êå
ýòîãî èíòåðâàëà.

Òåîðåìà 3.22 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûïóêëîñòè). Åñëè äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà
âíèç (ââåðõ), òî å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà ýòîì èíòåðâàëå íåîò-
ðèöàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà), ò. å. f ′′(x) > 0 (f ′′(x) 6 0).
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Òåîðåìà 3.23 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè). Åñëè äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèÿ f(x) èìå-
åò ïîëîæèòåëüíóþ (îòðèöàòåëüíóþ) âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ò. å.
f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0), òî îíà âûïóêëà âíèç (ââåðõ) íà ýòîì èí-
òåðâàëå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f(x) èìå-
åò ïåðåãèá â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà âíèç (ââåðõ) íà èíòåðâàëå (x0− δ;x0) è âû-
ïóêëà ââåðõ (âíèç) íà èíòåðâàëå (x0;x0 + δ). Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà
(x0; f(x0)) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè f(x). Òà-
êèì îáðàçîì, òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè� ýòî òå òî÷êè, â êîòîðûõ
õàðàêòåð âûïóêëîñòè ôóíêöèè ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãðà-
ôèêà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè y = f(x) è êàñàòåëüíîé ê ýòîìó
ãðàôèêó â òî÷êå ïåðåãèáà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Òåîðåìà 3.24 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Åñëè ôóíêöèÿ
f(x) èìååò ïåðåãèá â òî÷êå x0, òî â ýòîé òî÷êå ëèáî f ′′(x0) = 0,
ëèáî f ′′(x0) íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷êè, â êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ëèáî ðàâíà íó-
ëþ, ëèáî íå ñóùåñòâóåò, íàçûâàþò êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè 2-ãî ðî-
äà. Âñÿêàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé 2-ãî ðîäà,
íî íå âñÿêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 2-ãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãè-
áà.

Òåîðåìà 3.25 (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì
êðèòè÷åñêóþ òî÷êó 2-ãî ðîäà x0, è èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ âî
âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èíòåðâàëà (êðîìå, ìîæåò áûòü ñàìîé òî÷êè
x0). Åñëè â óêàçàííîì èíòåðâàëå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) èìå-
åò ðàçíûå çíàêè ñëåâà è ñïðàâà îò x0, òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò
ïåðåãèá â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 3.26 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Åñëè
ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íóþ òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ è
óäîâëåòâîðÿåò â ýòîé òî÷êå óñëîâèÿì f ′′(x0) = 0, f ′′′(x0) 6= 0, òî
ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïåðåãèá â òî÷êå x0.
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Òåîðåìà 3.27 (òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå x0, n > 2, ïðè÷¼ì
f ′′(x0) = f ′′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0 è f (n)(x0) 6= 0. Òîãäà òî÷êà
x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f(x), åñëè n íå÷¼òíî, è íå
ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé ïðè ÷¼òíîì n.

Ïðèìåð 8. Íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà è èíòåðâàëû âûïóêëîñòè
ôóíêöèè y = e−x

2/2 (êðèâàÿ Ãàóññà).
I Íàõîäèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå:

y′ = −x e−x
2/2, y′′ = (x2 − 1) e−x

2/2.

Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé. Ïðèðàâíèâàÿ y′′ íóëþ, íàõîäèì x1 = −1, x2 = 1. Ëåãêî çàìå-
òèòü, â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 = −1 çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìå-
íÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó: y′′ > 0 ïðè x < −1, y′′ < 0 ïðè
x > −1. Çíà÷èò, x1 = −1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà. Ñëåâà îò ýòîé
òî÷êè êðèâàÿ âûïóêëà âíèç, òàê êàê â èíòåðâàëå (−∞;−1) y′′ > 0,
à ñïðàâà â èíòåðâàëå (−1; 1)� âûïóêëà ââåðõ, òàê êàê â ýòîì èí-
òåðâàëå y′′ < 0. Äàëåå y′′ > 0 ïðè x > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, x2 = 1
òàêæå òî÷êà ïåðåãèáà. Ñëåâà îò òî÷êè x2 = 1 â èíòåðâàëå (−1; 1)
ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, à ñïðàâà â èíòåðâàëå (1; +∞)� âûïóêëà
âíèç. J

Àñèìïòîòû

Ïðÿìàÿ l íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé äàííîé êðèâîé y = f(x), åñëè
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M êðèâîé äî ïðÿìîé l ïðè óäàëåíèè òî÷êè M
â áåñêîíå÷íîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
àñèìïòîòû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ó êðèâûõ, èìåþùèõ ñêîëü
óãîäíî äàë¼êèå òî÷êè.

Áóäåì â äàëüíåéøåì ðàçëè÷àòü àñèìïòîòû âåðòèêàëüíûå (ò. å.
ïàðàëëåëüíûå îñè îðäèíàò) è íàêëîííûå (ò. å. íåïàðàëëåëüíûå îñè
îðäèíàò).

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìàÿ x = a ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ

lim
x→a−0

f(x) èëè lim
x→a+0

f(x)

ðàâåí +∞ èëè −∞.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìàÿ y = kx+b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x→ +∞ (x→ −∞), åñëè ôóíêöèÿ
f(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) = k x+ b+ α(x),

ãäå lim
x→+∞

α(x) = 0 ( lim
x→−∞

α(x) = 0).

Òåîðåìà 3.28. Äëÿ òîãî ÷òîáû ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x)
èìåë ïðè x→ ±∞ íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = k x+ b, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè äâà ïðåäåëà:

lim
x→±∞

f(x)

x
= k è lim

x→±∞
[f(x)− kx] = b. (3.10)

Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x→ +∞ è x→ −∞
ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ïîýòîìó ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëîâ (3.10)
ñëåäóåò îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà x → +∞ è êîãäà
x→ −∞.

Ïðèìåð 9. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y =
x3

x2 − 1
.

I Òàê êàê, lim
x→±1

x3

x2 − 1
= ±∞, òî äàííàÿ êðèâàÿ èìååò äâå âåð-

òèêàëüíûå àñèìïòîòû x = ±1. Èùåì íàêëîííûå àñèìïòîòû:

k = lim
x→±∞

x3

x2−1

x
= lim
x→±∞

x2

x2 − 1
= 1,

b = lim
x→±∞

(
x3

x2 − 1
− x
)

= lim
x→±∞

x

x2 − 1
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ó äàííîé êðèâîé ñóùåñòâóåò îäíà íàêëîííàÿ àñèìï-
òîòà, óðàâíåíèå êîòîðîé y = x. J

Ïðèìåð 10. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y = x ex.
I Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò, òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Èùåì íàêëîííûå àñèìïòîòû:

k = lim
x→+∞

x ex

x
= lim
x→+∞

ex = +∞.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò íàêëîííîé àñèìïòîòû
ïðè x→ +∞. Ïðè x→ −∞ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

k = lim
x→−∞

x ex

x
= lim
x→−∞

ex = 0,

b = lim
x→−∞

(x ex − 0 · x) = lim
x→−∞

x ex = lim
x→−∞

x

e−x
= lim
x→−∞

1

−e−x
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x→ −∞ ãðàôèê èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìï-
òîòó y = 0. J

Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé è
ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èññëåäîâàòü ôóíêöèþ� ýòî îçíà÷àåò:
1) íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè;
2) èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ïåðèîäè÷íîñòü è ÷¼òíîñòü, âûÿâèòü

ñèììåòðèè ãðàôèêà;
3) íàéòè òî÷êè ðàçðûâà è ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè;
4) íàéòè âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíê-

öèè;
5) íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäè-

íàò, îïðåäåëèòü ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà;
6) íàéòè ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè, îïðå-

äåëèòü ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè;
7) íàéòè ïðîìåæóòêè âûïóêëîñòè ôóíêöèè è òî÷êè ïåðåãèáà.
Íà îñíîâàíèè ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-

öèè è óêàçàòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼í-
íàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíîé. Â áîëåå ïðîñòûõ
ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ëèøü íåñêîëüêî ïóíêòîâ. Åñëè æå
ãðàôèê ôóíêöèè íå ñîâñåì ïîíÿòåí è ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ïóíê-
òîâ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíî íåñêîëüêî òî÷åê ãðàôè-
êà, âûÿâèòü äðóãèå îñîáåííîñòè ôóíêöèè. Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî
âûïîëíåíèå ïóíêòîâ èññëåäîâàíèÿ ñîïðîâîæäàòü ïîñòåïåííûì ïî-
ñòðîåíèåì ãðàôèêà ôóíêöèè.

Ïðèìåð 11. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ f(x) =
2x3 − 5x2 + 14x− 6

4x2

è ïîñòðîèòü å¼ ãðàôèê.
I Áóäåì ñëåäîâàòü èçëîæåííîé âûøå ñõåìå.
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1. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ äðîáü,
òî îíà îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âñþäó íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé, êðî-
ìå òî÷êè x = 0, â êîòîðîé îáðàùàåòñÿ â íóëü å¼ çíàìåíàòåëü, ò. å.
D(f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞).

2. Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà ÷¼òíîñòü.

f(−x) =
2(−x)3 − 5(−x)2 + 14(−x)− 6

4(−x)2
=
−2x3 − 5x2 − 14x− 6

4x2
.

Òàê êàê f(−x) 6= f(x) è f(−x) 6= −f(x), ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè
÷¼òíîé, íè íå÷¼òíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîé.

3. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëàõ (−∞; 0) è (0; +∞); òî÷êà
x = 0� òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, òàê êàê

lim
x→0±0

2x3 − 5x2 + 14x− 6

4x2
=

[
−6

+0

]
= −∞.

4. Ñîãëàñíî ï. 3 ïðÿìàÿ x = 0� âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.
Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim
x→±∞

2x3 − 5x2 + 14x− 6

4x3
=

=
1

4
lim

x→±∞

(
2− 5

x
+

14

x2
− 6

x3

)
=

1

2
,

b = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→±∞

(
2x3 − 5x2 + 14x− 6

4x2
− x

2

)
=

= lim
x→±∞

−5x2 + 14x− 6

4x2
=

1

4
lim

x→±∞

(
−5 +

14

x
− 6

x2

)
= −5

4

âûòåêàåò, ÷òî ïðè x→ +∞ è ïðè x→ −∞ ãðàôèê ôóíêöèè èìååò
íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = x

2 −
5
4 .

5. Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ àáñöèññ.
Ýòè òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò âåùåñòâåííûì êîðíÿì óðàâíåíèÿ 2x3 −
− 5x2 + 14x − 6 = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 2x3 − 5x2 + 14x − 6 =
= 2

(
x− 1

2

)
(x2 − 2x + 6). Ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî

òð¼õ÷ëåíà x2 − 2x+ 6 îòðèöàòåëüíûé, òî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíå-
íèå èìååò òîëüêî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü x = 1

2 , òàê ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êå ( 1

2 ; 0). Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñüþ îðäèíàò íåò, òàê êàê ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà ïðè x = 0.
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6. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè
âû÷èñëèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) =
(2x3 − 5x2 + 14x− 6)′x2 − (x2)′(2x3 − 5x2 + 14x− 6)

4x4
=

=
x3 − 7x+ 6

2x3
=

(x− 1)(x− 2)(x+ 3)

2x3
.

Èìåÿ â âèäó, êðîìå òîãî, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ è ïåðâàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ íå ñóùåñòâóþò ïðè x = 0, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îáëàñòè
ñîõðàíåíèÿ çíàêà f ′(x):
Îáëàñòü çíà÷åíèé x (−∞;−3) (−3; 0) (0; 1) (1; 2) (2;+∞)

Çíàê f ′(x) + − + − +

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè âîçð. óáûâ. âîçð. óáûâ. âîçð.

Èç ïðèâåä¼ííîé òàáëèöû î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþ-
ùèå òî÷êè ýêñòðåìóìà: ìàêñèìóì ïðè x = −3, ïðè÷¼ì f(−3) = − 49

12 ;
ìàêñèìóì ïðè x = 1, ïðè÷¼ì f(1) = 5

4 ; ìèíèìóì ïðè x = 2, ïðè÷¼ì
f(2) = 9

8 .
7. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé ñîõðàíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âûïóêëî-

ñòè âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

f ′′(x) =
x3(3x2 − 7)− 3x2(x3 − 7x+ 6)

2x6
=

7x− 9

x4
.

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ è å¼ ïðîèçâîäíûå íå ñóùåñòâóþò
â òî÷êå x = 0, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îáëàñòè ñîõðàíåíèÿ çíàêà
f ′′(x):
Îáëàñòü çíà÷åíèé x (−∞; 0) (0; 9

7
) ( 9

7
; +∞)

Çíàê f ′′(x) − − +

Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ãðàôèêà ââåðõ ââåðõ âíèç

Èç ïðèâåä¼ííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè èìååò ïå-
ðåãèá â òî÷êå ( 9

7 , f( 9
7 )). Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî f( 9

7 ) = 913
756 .

Ïî ïîëó÷åííûì äàííûì ñòðîèì ýñêèç ãðàôèêà ðàññìàòðèâàåìîé
ôóíêöèè.
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Ïî ïîñòðîåííîìó ýñêèçó ãðàôèêà ôóíêöèè âèäíî, ÷òî îáëàñòüþ
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âñ¼ ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Îñè è òî÷êè ñèììåòðèè ó ãðàôèêà ôóíêöèè íåò. J

Óïðàæíåíèÿ

Íàéòè èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèé:

3.204. y = 2− 3x+ x3. 3.205. y = (x− 2)2(x+ 2).

3.206. y = x e−x. 3.207. y = ln(x2 − 2x+ 4).

Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèé:

3.208. y =
1

5
x5 − 1

2
x4 − x3 + 2. 3.209. y =

x2 − x
x2 − x+ 3

.

3.210. y =
x

1 + x2
. 3.211. y = x− 2 sin2 x.

Íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà óêàçàííûõ
îòðåçêàõ:

3.212. y = 2x3 + 3x2 − 12x+ 1, [−1; 2]. 3.213. y =
x− 1

x+ 1
, [0; 4].

3.214. y = x2 + 3
3
√
x2, [−1; 1]. 3.215. y = sin 2x− x, [−π;π].

3.216. Ðåø¼òêîé äëèíîé 12 ì íóæíî îãîðîäèòü ïðèëåãàþùóþ ê
äîìó ïðÿìîóãîëüíóþ ïëîùàäêó íàèáîëüøåé ïëîùàäè. Îïðåäåëèòü
ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîé ïëîùàäêè.
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3.217. Èç êâàäðàòíîãî ëèñòà êàðòîíà ñî ñòîðîíîé 30 ñì âûðå-
çàþò ïî óãëàì îäèíàêîâûå êâàäðàòû è èç îñòàâøåéñÿ êðåñòîîáðàç-
íîé ôèãóðû ñêëàäûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ êîðîáêà. Êàêîâà äîëæ-
íà áûòü ñòîðîíà âûðåçàåìîãî êâàäðàòà, ÷òîáû îáú¼ì êîðîáêè áûë
íàèáîëüøèì?

3.218. Îïðåäåëèòü íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, ó êî-
òîðîãî îäíà ñòîðîíà ëåæèò íà îñíîâàíèè a äàííîãî òðåóãîëüíèêà, à
äâå âåðøèíû � íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà, åñëè òðåóãîëü-
íèê èìååò âûñîòó h.

3.219. Â øàð ðàäèóñà R âïèñàí öèëèíäð íàèáîëüøåãî îáú¼ìà.
Íàéòè ýòîò îáúåì.

3.220. Âûðåçàòü èç êðóãà ñåêòîð òàê, ÷òîáû èç íåãî ìîæíî áûëî
ñäåëàòü êîíóñîîáðàçíûé ôèëüòð ñ ìàêñèìàëüíûì îáú¼ìîì.

3.221. Ðåàêöèîííûé àïïàðàò èìååò ôîðìó îòêðûòîãî öèëèí-
äðà. Ïðè èçãîòîâëåíèè àïïàðàòà ìàòåðèàë èä¼ò íà îáðàçîâàíèå ñòå-
íîê è äíà öèëèíäðà. Êàêîâî äîëæíî áûòü îòíîøåíèå âûñîòû h öè-
ëèíäðà ê ðàäèóñó r åãî îñíîâàíèÿ, ÷òîáû ïðè çàäàííîì îáú¼ìå V
íà åãî èçãîòîâëåíèå ïîøëî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà?

Íàéòè èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè:

3.222. y = 2x3 − 3x2 + 15. 3.223. y = x4 − 8x3 + 18x2 − 48x.

3.224. y =
x3

4− x2
. 3.225. y = 3

√
x3 − x2.

Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè:

3.226. y =
1 + 3x

2 + x
. 3.227. y =

1 + 2x2

1 + x2
. 3.228. y =

3x5

2 + x4
.

3.229. y =
x2 − 2x+ 3

x+ 2
. 3.230. y = x ex. 3.231. y =

x2
√
x2 − 1

.

Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè â óêàçàííîé òî÷êå:

3.232. y = sinx+ shx− 2x, x0 = 0.

3.233. y = x ex − sin(x2)− x3

2
− x, x0 = 0.

3.234. y = x3 + 6x2 + 15x− 6ex+1, x0 = −1.

Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé:

3.235. y = 2x2 +
1

x
. 3.236. y =

(x+ 1)2

x− 2
. 3.237. y =

lnx
√
x
.
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Îòâåòû

1. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

1.1. −2. 1.2. 0. 1.3. 23. 1.4. 0. 1.5. 1. 1.6. sec2 ϕ. 1.7. −36. 1.8. 58.
1.9. 0. 1.10. −1. 1.11. 30. 1.12. 19. 1.13. 0. 1.14. 16. 1.15. −22 198.
1.16. 910. 1.17. −540. 1.18. −5544. 1.19. 1. 1.20. 5. 1.21. 54.

1.22. 160. 1.23. −6. 1.24.
[
8 13 6
6 5 1

]
. 1.25.

1 0
0 1
1 0

.
1.26.

−10 −1 −12
12 19 5
1 −11 23

. 1.27.
11 1 3

1 −4 3
8 5 −2

.
1.28.

29 −10 −3 −8
28 2 3 13
17 1 10 20

. 1.29.
 4 −22 −29 47

64 −7 −33 4
−8 −18 14 −19

.
1.30. AB =

[
2 3
4 5

]
, BA =

[
−3 −4

7 10

]
. 1.31. AB �íå ñóùåñòâóåò,

BA =

 10 14
4 4
−1 −2

. 1.32. AB = −1, BA =


5 −10 15 0
−3 6 −9 0
−4 8 −12 0

1 −2 3 0

.
1.33. AB =

[
23
−5

]
, BA�íå ñóùåñòâóåò. 1.34. AB =

[
−14 11

10 8

]
,

BA =

 14 2 −2
−9 −15 3
17 23 −5

. 1.35. AB =
[
11 −15

]
, BA�íå

ñóùåñòâóåò. 1.36. AB =

 2 −9 14
5 −22 −11

−18 19 −32

,
BA =

−18 −2 16
−13 −13 −5
−18 −9 −21

. 1.37. AB =


4 −4 7 4

11 −3 9 6
40 8 15 16
16 4 17 17

,
BA =

14 13 9
7 2 7

28 50 17

. 1.38. (AB)C = A(BC) =

[
13 −8
−13 8

]
.

1.39. (AB)C = A(BC) =

43 96
18 758
28 1030

.
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1.40. (AB)C = A(BC) =

[
52 −468 −156 −312
−19 171 57 114

]
.

1.41. (AB)C = A(BC) =


33
−18
−31

32

. 1.42. A−1 =

[
−2 1
3�2 −1�2

]
.

1.43. A−1 =

 3 0 −1
2 1 0
−4 −1 1

. 1.44. A−1 =

−10�3 −3 14�3
13�3 4 −17�3

−4�3 −1 5�3

.
1.45. A−1 =

 2�3 −5�12 −1�12

−1�3
7�12 −1�12

−1�3
1�12

5�12

. 1.46. A−1 =

 3 −1 −1
−1 1 0
−1 0 1

.
1.47. A−1 =

 4�3
7�3 −5�3

−2�3 −1�6
1�3

1�3 −2�3
1�3

.
1.48. A−1 =


−7�15

1�5 −13�15
41�15

−13�15 −1�5
8�15 −16�15

6�5
1�5 −1�5

2�5

−1�5 −1�5
1�5 −2�5

.

1.49. A−1 =


−1�6 −1�5 −61�60

23�60
1�3

3�10
11�15 −11�30

−1�6 0 1�12
1�12

0 −1�10 −1�20
3�20

. 1.50. 2. 1.51. 2. 1.52. 3.

1.53. 3. 1.54. 2. 1.55. 3. 1.56. 3. 1.57. 3. 1.58. x1 = −3, x2 = 1.
1.59. x1 = −1, x2 = −1, x3 = −1. 1.60. x1 = 1, x2 = −2, x3 = 0.
1.61. x1 = −4, x2 = −2, x3 = 2. 1.62. x1 = 1, x2 = −1, x3 = 2.
1.63. x1 = −2, x2 = 1, x3 = 2. 1.64. x1 = 3, x2 = 7, x3 = −9.
1.65. x1 = −19, x2 = 26, x3 = 11, x4 = −5. 1.66. x1 = 1, x2 = 5,
x3 = −1. 1.67. x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4. 1.68. x1 = −3x2,
x3 = 5x2 + 1. 1.69. x1 = 19− 15x4, x2 = 16− 13x4, x3 = −18 + 20x4.
1.70. ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. 1.71. x1 = −2, x2 = 0, x3 = 1, x4 = −1.
1.72. x1 = 8x3 − 7x4, x2 = −6x3 + 5x4. 1.73. x1 = −3x3 − 5x5,
x2 = 2x3 + 3x5, x4 = 0.

2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

2.1. (−∞; 0) ∪ (1;∞). 2.2. (−∞;−1) ∪ (0; 2). 2.3.
−−→
CM = 1

3 (2~a+~b).

2.4.
−−→
AM = (b~c+ c~b)/(b+ c). 2.5.

−−→
AB = 3~a−~b,

−−→
BC = 2~b− 3~a.

2.6.
−→
AC = 2

3 (~a+~b),
−−→
BD = 2~b− 2~a. 2.7.

−→
SO = 1

3 (~a+~b+ ~c).

2.9. ïðl
−−→
AD = 2

√
2, ïðl

−−→
AB = −

√
2, ïðl

−−→
BC =

√
2, ïðl

−→
AC = 0.
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2.10. (1;−1;−
√

2). 2.11. ( 20
3 ;− 13

3 ; 12), (3;− 5
3 ; 2), (0;−1; 12).

2.12. |~a+~b| =
√

38, |~a−~b| =
√

70. 2.13.
√

10. 2.14. êîëëèíåàðíû.
2.15. α = −1, β = 4. 2.16. ~a = − 7

5~e1 + 4
5~e2. 2.17. ~x = −6~p+ ~q + 3~r.

2.18. (− 1√
42

; 5√
42

; 4√
42

). 2.19. 9; 16; 13; 37; −61. 2.20.
√

13.

2.21. cosϕ = 2√
7
, ϕ ≈ 41◦. 2.22. 22; 36; 49; 129; 41; −200. 2.23. 2.

2.24. π2 . 2.25. cosϕ = 7
√

13
39 , ϕ ≈ 50◦. 2.26. (45; 24; 0).

2.27. (1; 1
2 ;− 1

2 ). 2.28. 12; 24; 60. 2.29. 16. 2.30. 42
√

2.
2.31. (5; 1; 7); (10; 2; 14); (20; 4; 28). 2.32. 2

√
13. 2.33. 1

3 . 2.34. íåò.
2.35. à) êîìïëàíàðíûå; á) ïðàâàÿ; â) ëåâàÿ.
2.36. (− 1

3
√

2
; 1

3
√

2
; 4

3
√

2
). 2.37. 25

2 . 2.38. H = 3
√

6. 2.40. 5.
2.41. (−1; 8), (1; 9), (3; 10). 2.42. A(3;−1), B(0; 8). 2.43. D(17; 12).
2.44. (2; 7/3). 2.45. 13 êâ. åä. 2.46. C1(−8; 0), C2(32; 0).
2.47. 1) x+ 2y − 2

√
5 = 0; 2) y = − 1

2x+
√

5; 3) x
2
√

5
+ y√

5
= 1;

4) 1√
5
x+ 2√

5
y − 2 = 0; 5) x+2

√
5

2 = y−2
√

5
−1 . 2.48. y = 0; y = 2

√
3;

y =
√

3x+ 5
√

3; y = −
√

3x+ 5
√

3. 2.49. 3x− 8y + 24 = 0 èëè
3x− 2y − 12 = 0. 2.50. y − 5 = 0 èëè 5x+ 12y − 65 = 0.
2.51. 3x− 5y− 11 = 0. 2.52. 5x+ 3y− 7 = 0. 2.53. 2x+ 13y+ 9 = 0.
2.54. x = 3; y = 2; 2x+ y − 14 = 0. 2.55. 5x+ y − 3 = 0.
2.56. 3x+ 2y− 34 = 0. 2.57. cosϕ = 24

25 , ϕ ≈ 16◦15′. 2.58. tgϕ = 19
9 ,

ϕ ≈ 64◦39′. 2.59.
√

26. 2.60.
√

26. 2.61. x+ 3y − 8 = 0 èëè
3x− y − 14 = 0. 2.62. 12x+ 5y − 26 = 0 èëè 12x+ 5y − 78 = 0.
2.63. 14x+ 14y − 45 = 0; 2x− 2y + 35 = 0. 2.64. 5 êâ. åä.
2.65. (2;−3). 2.66. (−0,8; 4,6). 2.68. 0,75 ·

√
10. 2.69. z − 5 = 0.

2.70. x+ 3y = 0. 2.71. 9y − z − 2 = 0. 2.72. x− 2y + 3z + 3 = 0.
2.73. x+ 4y + 7z + 16 = 0. 2.74. 9x+ y + 11z − 7 = 0.
2.75. 2x+ 2y + z − 6 = 0. 2.76. 2x− 3y + z − 6 = 0.
2.77. 31x+ y − 11z − 21 = 0. 2.78. 5x− 2y − 3z + 4 = 0.
2.79. 3y − 8z + 13 = 0. 2.80. 4x− 3y + 12z − 169 = 0.
2.81. x−5

2 = y−3
5 = x−4

−8 . 2.82.
x−1

5 = y−1
−1 = z−1

−7 .

2.83. x−2
11 = y

−17 = z+3
−13 . 2.84.

x+2
−5 = y−3

1 = z−4
3 .

2.85. x−1
−1 = y−1

1 = z+2√
2
. 2.86. x = −3 + t, y = 2, z = 8− 4t.

2.87. x+ 2y + 1 = 0. 2.88. 11x− 17y − 19z + 10 = 0.
2.89. x = 2 + 3t, y = −1 + t, z = −3− t. 2.90. x2 = y

1 = z
0 .

2.91. 2x+ 4y− 12z+ 6 = 0 èëè 8x+ 2y+ 2z− 2 = 0. 2.92. (4; 1;−3).
2.93. (−3; 1;−2). 2.94. π3 . 2.95. cosϕ = 2√

66
, ϕ ≈ 75◦45′.

2.96. sinϕ = 5
7 , ϕ ≈ 45◦36′. 2.97. 7. 2.98. 3. 2.100. íåò.

2.101. C = −1, D = −3. 2.102. 1) x0 = 4, y0 = −3, r = 5;
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2) x0 = −5, y0 = 2, r = 0; óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò òî÷êó; 3) x0 = 2,
y0 = −7, r = −1; óðàâíåíèå íå èìååò ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà
(ìíèìàÿ îêðóæíîñòü). 2.103. (x+ 4)2 + (y − 5)2 = 25.
2.104. (x− 5)2 + (y − 6)2 = 13. 2.105. (x+ 1)2 + (y − 1)2 = 5.
2.106. x = 16

5 . 2.107. y = 0 è 4x− 3y = 0. 2.108. 5 è 4; (3; 0) è
(−3; 0); 0,6; 3,2; x = ± 25

3 . 2.109. 6 è 8; (0;−10) è (0; 10); 5
3 ; 4,5;

y = ± 4
3x è y = ±6,4. 2.110. (0; 1,5); y = −1,5. 2.111. x2

169 + y2

144 = 1.

2.112. x
2

25 + y2

4 = 1. 2.113. x
2

5 + y2

1 = 1. 2.114. x
2

64 + y2

48 = 1.

2.115. x
2

3 + y2

4 = 1. 2.116. x
2

25 + y2

169 = 1. 2.117. x
2

16 −
y2

9 = 1.

2.118. x
2

25 −
y2

75 = 1. 2.119. x
2

9 −
y2

2 = 1. 2.120. y
2

32 −
x2

8 = 1.

2.121. x
2

36 −
y2

64 = 1. 2.122. y
2

4 −
x2

5 = 1. 2.123. x2 = 8y.
2.124. y2 = 16x. 2.125. x2 = −18y. 2.126. y2 = 32

3 x.

2.127. x2 + (y − 1)2 = 4. 2.128. x
2

25 + y2

9 = 1. 2.129. x
2

81 −
y2

144 = 1.

2.130.
(
x+ 3

2

)2
+
(
y + 1

4

)2
= 45

16 . 2.131.
x2

3 + y2

4 = 1.

2.132. x
2

16 −
y2

9 = 1. 2.133. (y − 4)2 = 16(x− 4).

2.134. (x−1)2

4 + y2

3 = 1. 2.135. (x−2/3)2

13/9 − y2

13/3 = 1.

2.136. Îêðóæíîñòü
(
x− 1

2

)2
+
(
y − 1

3

)2
= 1. 2.137. Ýëëèïñ

(x−1)2

25 + (y+1)2

16 = 1. 2.138. Ãèïåðáîëà (x−2)2

4 − (y−3)2

9 = 1.

2.139. Òî÷êà O′(2; 1). 2.140. Ìíèìûé ýëëèïñ x2

1 + (y+1)2

1/4 = −1.

2.141. Ãèïåðáîëà y2 − (x− 3)2 = 1. 2.142. Ïàðàáîëà
(x− 1)2 = −

(
y − 5

2

)
. 2.143. Ïðÿìûå x = 2 è x = 4. 2.144. Ìíèìûå

ïðÿìûå. 2.145. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå 5x+ y + 1 = 0 è
5x+ y − 1 = 0. 2.146. Ñëèâøèåñÿ ïðÿìûå x+ y + 1 = 0.
2.147. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå 2x− 3y + 1 = 0 è 4x− 3y − 1 = 0.
2.148. Ýëëèïñ x′′2

30 + y′′2

5 = 1. 2.149. Ãèïåðáîëà y′′2

9 −
y′′2

36 = 1.
2.150. Ïàðàáîëà y′′2 = −2x′′.

3. Ââåäåíèå â àíàëèç

3.7. 15. 3.8. 3. 3.9. −1. 3.10. 0. 3.11. −∞. 3.12. +∞. 3.13. π2 .
3.14. −π2 . 3.15. 0. 3.16. +∞. 3.17. +∞. 3.18. 0. 3.19. 1

4 . 3.20.
9
7 .

3.21. 0. 3.22. ∞. 3.23. 0. 3.24. 4
3 . 3.25. −

1
4 . 3.26.

1
6 . 3.27.

8
5 .

3.28. 2
3 . 3.29.

2
3 . 3.30. −

1
12 . 3.31.

2
3 . 3.32.

7
6 . 3.33. ∞. 3.34. 0.

3.35. 1. 3.36. −1. 3.37. 3. 3.38. 2. 3.39. −7. 3.40. 2. 3.41. 0.
3.42. +∞. 3.43. 2. 3.44. −2. 3.45. −1. 3.46. 3. 3.47. 0. 3.48. − 1

3 .
3.49. 2. 3.50. −2. 3.51. e3/2. 3.52. e2. 3.53. e. 3.54. e5. 3.55. e4.
3.56. e−4. 3.57. 6. 3.58. 9

4 . 3.59.
2
3 . 3.60. −

7
2 . 3.61.

3
2 . 3.62. ln 2.
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3.63. 1
2 . 3.64. −6. 3.65. 3. 3.66. 3

5 . 3.67. x = −1� òî÷êà
áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà. 3.68. x = 1� òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.
3.69. x = −2, x = −3� òî÷êè áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà; x = −1�
òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. 3.70. x = −1� òî÷êà áåñêîíå÷íîãî
ðàçðûâà. 3.71. x = 1� òî÷êà êîíå÷íîãî ðàçðûâà. 3.72. x = 2�
òî÷êà áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà. 3.73. x = 3� òî÷êà óñòðàíèìîãî
ðàçðûâà. 3.74. x = 0� òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà; x = −1�
òî÷êà ñóùåñòâåííîãî ðàçðûâà. 3.75. Ôóíêöèÿ òåðïèò êîíå÷íûé
ðàçðûâ â òî÷êà x = −2 (ñêà÷îê ôóíêöèè ðàâåí −2). Â îñòàëüíûõ
òî÷êàõ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. 3.76. Ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìûé
ðàçðûâ â òî÷êå x = 1 è êîíå÷íûé ðàçðûâ â òî÷êå x = 2 (ñêà÷îê
ôóíêöèè ðàâåí 4). Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.
3.77. Ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ â òî÷êå x = 0 è
áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ â òî÷êå x = π

2 . Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà. 3.78. Ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íûé ðàçðûâ â òî÷êå x = 0
(ñêà÷îê ôóíêöèè ðàâåí −6) è áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ â òî÷êå x = 2.
Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. 3.83. 20. 3.84. 24.
3.85. 2. 3.86. 9. 3.87. 5

2 . 3.88. 9. 3.89. 0. 3.90. 17
2 . 3.91. 5.

3.92. 4
sin2 2x

. 3.93. 3x2 sinx+ x3 cosx. 3.94. −8x3

(x4−1)2 .

3.95. arccos x

5
5√
x4
−

5
√
x√

1−x2
+ 2 ln 6·ln6 x−1

x3 ln 6 . 3.96. 4(x5 + 3x− 1)3(5x4 + 3).

3.97. 2
3

3

√
x3−1
x3+1 ·

−6x2

(x3−1)2 . 3.98. e
x tg 4x+ 4ex

cos2 4x .

3.99. 4
3

(
x4 + sin4 x

)−2/3
(x3 + sin3 x cosx).

3.100. earctg
√
x · 1

1+x ·
1

2
√
x
. 3.101. ctg2 7x− 2x ctg 7x 7

sin2 7x
.

3.102. − cos 2x. 3.103. 20 ln 2 · 2− cos4 5x cos3 5x sin 5x.
3.104. 8

(
2x

4 − tg4 x
)(

2x
4

ln 2 · x3 − tg3 x
cos2 x

)
.

3.105. 5 ln4(x− 2−x) 1+2−x ln 2
x−2−x . 3.106. cos(tg

√
x) · 1

cos2
√
x
· 1

2
√
x
.

3.107. 1
2+x2 · x√

1+x2
. 3.108. 2x ch(x2).

3.109. 6
cos2 3x (2tg 3x + tg 3x)

(
2tg 3x ln 2 + 1

)
.

3.110. sin2 x · 2x2

+ x · sin 2x · 2x2

+ 2x2 · sin2 x · 2x2

ln 2.
3.111. 3x2 th3 x+ 3x3 th2 x 1

ch2 x
. 3.112. 2x/ ln x ln 2 ln x−1

ln2 x
.

3.113. 4 lg3(x5 − sin5 2x) 5(x4−2 sin4 2x cos 2x)
(x5−sin5 2x) ln 10

. 3.114. 1
2+e−x2

· −x e
−x2√

1+e−x2
.

3.115. 3 cos 5x(sin 3x)cos 5x−1 cos 3x− 5(sin 3x)cos 5x ln sin 3x sin 5x.
3.116. 3x2 tg 2x (x3 + 1)tg 2x−1 + (x3 + 1)tg 2x ln(x3 + 1) 2

cos2 2x .

3.117. 1
2

√
x sinx

√
1− ex

(
1
x + ctg x− ex

2(1−ex)

)
.

3.118. (x−1)3 4
√
x+1

5
√

(x−3)2

(
3

x−1 + 1
4(x+1) −

2
5(x−3)

)
.
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3.119. 1
3

3

√
x (x2+1)
(x2−1)2

(
1
x + 2x

x2+1 −
4x
x2−1

)
. 3.120. ctg t

2 .

3.121. cos t−sin t
cos t+sin t . 3.122. −1. 3.123. 4

5 cth t. 3.124. 6x− y − 16 = 0;
x+ 6y − 52 = 0. 3.125. 8x− y + 8 = 0; x+ 8y + 1 = 0.
3.126. 2x+ 4y − 3 = 0; 8x− 4y − 7 = 0. 3.127. 5x− y − 4 = 0;
x+ 5y − 6 = 0. 3.128. x+ y − 1 = 0; x− y = 0.
3.129. x− y + 2− π

2 = 0; x+ y − π
2 = 0. 3.130. 7x− 10y + 6 = 0;

10x+ 7y − 34 = 0. 3.131. tgϕ = 2/3, ϕ ≈ 33◦41′. 3.132. π4 .
3.133. π4 ;

3π
4 . 3.134.

π
2 . 3.135. 8 arctg 2x+ 16x

1+4x2 .

3.136. e−3x(17 sin 2x− 7 cos 2x). 3.137. 2 ln(x2 + 1) + 4x2

x2+1 + 2.

3.138. − 4 arcsin 2x
(1−4x2)3/2

− 8x
1−4x2 . 3.139. −(x2 +a2)−3/2 + 3x2(x2 +a2)−5/2.

3.140. 4 sh 2x. 3.141. ex(x+ n). 3.142. (2x + (−1)n2−x) lnn 2.
3.143. (−1)n 2nn!

(2x+1)n+1 . 3.144. x2 sin
(
x+ nπ2

)
+

2nx sin
(
x+ (n− 1)π2

)
+ n(n− 1) sin

(
x+ (n− 2)π2

)
.

3.145. dy = dx
2
√
x(1+x)

. 3.146. dy = x(2 lnx+ 1) dx.

3.147. dy = −x2+4x+1
(x2+1)2 dx. 3.148. dy = −2 sinx · ln 2 · 2cos x dx.

3.149. dy = 3 ln3 sinx · ctg x dx. 3.150. dy = 5x4 dx

3 3
√

(x5−1)4
.

3.151. ∆y = (3x2 + 2)∆x+ (3x+ ∆x)(∆x)2, ∆y = 0,050301 â òî÷êå
x0 = 1 è ïðè ∆x = 0,01; dy = (3x2 + 2) dx, dy = 0,05 â òî÷êå x0 = 1
è ïðè ∆x = 0,001. 3.152. ∆y = (2x+ 1)∆x+ (∆x)2, ∆y = 0,75 â
òî÷êå x0 = 0 è ïðè ∆x = 0,5; dy = (2x+ 1) dx, dy = 0,5 â òî÷êå
x0 = 0 è ïðè ∆x = 0,5. 3.153. 0,96. 3.154. 0,965. 3.155. 1,1.
3.156. dy = sin 2x dx, d2y = 2 cos 2x dx2. 3.157. dy = 2 dx

(x+1)2 ,

d2y = − 4 dx2

(x+1)3 . 3.158. dy = lnx dx, d2y = dx2

x . 3.159. Òåðåìà Ðîëëÿ
â äàííîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìà, òàê êàê ôóíêöèÿ
íåäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0, ïðèíàäëåæàùåé èíòåðâàëó
(−2; 2). 3.160. Òåîðåìà â äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà, c = 2.
3.161. Óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, c = π. 3.162. Óñëîâèÿ
òåîðåìû íå âûïîëíåíû, òàê êàê f ′(x) = 2

5
5√
x3

íå îïðåäåëåíà â

òî÷êå x = 0 èíòåðâàëà (−1; 1). 3.163. c = ln(e− 1). 3.164. c = 1√
6
.

3.165. Òåîðåìà Ëàãðàíæà çäåñü íåïðèìåíèìà, òàê êàê ó ôóíêöèè
f(x) íåò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 1 èç äàííîãî îòðåçêà.
3.166. − 1

15 . 3.167.
7
2 . 3.168. −3. 3.169. − 3

8 . 3.170. −
36
5 . 3.171. 0.

3.172. ∞. 3.173. − 1
3 . 3.174. 2. 3.175. 5

3 . 3.176. 2. 3.177. −1.
3.178. 1

2 . 3.179. ∞. 3.180. 1
6 . 3.181. 0. 3.182. 0. 3.183. 0.

3.184. 0. 3.185. 2
π . 3.186. 0. 3.187. 0. 3.188. 1. 3.189. e. 3.190. 1.

3.191. e. 3.192. (x+ 1)3 + (x+ 1)2 − 11(x+ 1) + 1.
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3.193. (x− 2)5 + 7(x− 2)4 + 16(x− 2)3 + 8(x− 2)2 − 9(x− 2).

3.194. 3 + 3 ln 2(x− log2 3) + 3 ln2 2(x−log2 3)2

2! + . . .

. . .+ 3 lnn 2(x−log2 3)n

n! + o((x− log2 3)n), x→ log2 3.

3.195. (x−1
2 + 3(x−1)2

2·2! + (x−1)3

3! − (x−1)4

2·3·4 + (x−1)5

3·4·5 + . . .

. . .+ (−1)n−1(x−1)n

(n−2)(n−1)n + o((x− 1)n), x→ 1.

3.196. e2 − e2x+ e2x2

2! −
e2x3

3! + e2x4

4! + o(x4). 3.197. x+ x3

6 + o(x3).
3.198. 0,0175. 3.199. 0,262. 3.200. 1

2 . 3.201.
1
12 . 3.202.

1
2 .

3.203. 1
3 . 3.204. Âîçðàñòàåò íà (−∞;−1) è íà (1; +∞), óáûâàåò íà

(−1; 1). 3.205. Âîçðàñòàåò íà (−∞;− 2
3 ) è íà (2; +∞), óáûâàåò íà

(− 2
3 ; 2). 3.206. Âîçðàñòàåò íà (−∞; 1), óáûâàåò íà (1; +∞).

3.207. Âîçðàñòàåò íà (1; +∞), óáûâàåò íà (−∞; 1).
3.208. yìàêñ(−1) = 2,3; yìèí(3) = −16,9. 3.209. ymin

(
1
2

)
= − 1

11 .
3.210. ymin(−1) = −0,5; ymax(1) = 0,5.
3.211. ymax

(
π
12 + πk

)
=
√

3
2 − 1 + π

12 + πk;

ymin

(
5π
12 + πk

)
= −

√
3

2 − 1 + 5π
12 + πk. 3.212. yíàèì(1) = −6;

yíàèá(−1) = 14. 3.213. yíàèì(0) = −1; yíàèá(4) = 0,6.
3.214. yíàèì(0) = 0; yíàèá(−1) = y(1) = 4.
3.215. yíàèì

(
5π
6

)
= − 5π

6 −
√

3
2 ; yíàèá

(
− 5π

6

)
= 5π

6 +
√

3
2 .

3.216. 3 ì× 6 ì. 3.217. 5 ñì. 3.218. Smax = a h
4 .

3.219. Vmax = 4π R3

3
√

3
. 3.220. ϕ = 2π

√
2
3 . 3.221. h = 2r.

3.222. Âûïóêëà ââåðõ íà (−∞; 1
2 ), âûïóêëà âíèç íà ( 1

2 ; +∞);
x = 1

2 � òî÷êà ïåðåãèáà. 3.223. Âûïóêëà ââåðõ íà (1; 3), âûïóêëà
âíèç íà (−∞; 1) è íà (3; +∞); x = 1 è x = 3� òî÷êè ïåðåãèáà.
3.224. Âûïóêëà ââåðõ íà (−2; 0) è íà (2; +∞), âûïóêëà âíèç íà
(−∞;−2) è íà (0; 2); x = 0� òî÷êà ïåðåãèáà. 3.225. Âûïóêëà
ââåðõ íà (1; +∞), âûïóêëà âíèç íà (−∞; 0) è íà (0; 1); x = 1�
òî÷êà ïåðåãèáà. 3.226. Ïðÿìàÿ x = −2� âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà,
ïðÿìàÿ y = 3

2 � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà. 3.227. Ïðÿìàÿ y = 2�
ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà. 3.228. Ïðÿìàÿ y = 3x�íàêëîííàÿ
àñèìïòîòà. 3.229. Ïðÿìàÿ x = −2� âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà,
ïðÿìàÿ y = x− 4�íàêëîííàÿ àñèìïòîòà. 3.230. Ïðÿìàÿ y = 0�
ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ïðè x→ −∞. 3.231. Ïðÿìûå x = −1 è
x = 1� âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû, ïðÿìàÿ y = −x�íàêëîííàÿ
àñèìïòîòà ïðè x→ −∞, y = x�íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ïðè
x→ +∞. 3.232. òî÷êà ïåðåãèáà. 3.233. òî÷êà ìèíèìóìà.
3.234. òî÷êà ìàêñèìóìà.
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Ïðèëîæåíèå À

Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ: y = xα. Çäåñü α�ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî, α 6= 0. Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà
ïðîìåæóòêå (0; +∞); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� ïðîìåæóòîê (0; +∞);
âîçðàñòàåò ïðè α > 0, óáûâàåò ïðè α < 0.

×àñòíûå ñëó÷àè:
1. Åñëè α�öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ôóíêöèÿ y = xα

îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Ãðàôèêè ñòåïåííîé ôóíêöèè ïðè
α = 1, α = 2 è α = 3 èçîáðàæåíû íà ðèñ. A.1.

y = x

x

y

−1

0 1
−1

1

y = x2

x

y

−1 0 1

1

y = x3

x

y

−1

0 1
−1

1

Ðèñ. A.1

2. Åñëè α�öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ôóíêöèÿ y = xα îïðå-
äåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x = 0. Ãðàôèêè
ñòåïåííîé ôóíêöèè ïðè α = −1 è α = −2 èçîáðàæåíû íà ðèñ. A.2.

y = 1
x

x

y

−1

0 1
−1

1

y = 1
x2

x

y

−1 0 1

1

Ðèñ. A.2
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3. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ α = p
q (q > 0) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèè y = xp/q = q
√
xp çàâèñèò îò ÷¼òíîñòè q è çíàêà p. Åñëè q íå÷¼òíî

è p > 0, òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè; åñëè q íå÷¼ò-
íî è p < 0, òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, êðîìå
íóëÿ; åñëè q ÷¼òíî è p > 0, òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè íåîòðèöà-
òåëüíûõ x; åñëè q ÷¼òíî è p < 0, òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè ïî-
ëîæèòåëüíûõ x. Åñëè p = 1, òî ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àðèô-
ìåòè÷åñêèé êîðåíü ñòåïåíè q: y = x1/q = q

√
x. Ãðàôèêè ôóíêöèé

y =
√
x è y = 3

√
x èçîáðàæåíû íà ðèñ. A.3.

y =
√
x

x

y

0 1

1

y = 3
√
x

x

y

−1
0 1

−1

1

Ðèñ. A.3

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ: y = ax (ðèñ. A.4). Çäåñü a�ïðîèçâîëü-
íîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, a 6= 1. Îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� ïðîìåæóòîê (0; +∞);
âîçðàñòàåò ïðè a > 1, óáûâàåò ïðè a < 1.

y = ax

(a > 1)

x

y

0

1

y = ax

(0 < a < 1)

x

y

0

1

Ðèñ. A.4
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Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: y = loga x (ðèñ. A.5). Çäåñü a�ïðî-
èçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, a 6= 1. Îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ� ïðîìåæóòîê (0; +∞); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� âñÿ ÷èñëî-
âàÿ îñü; âîçðàñòàåò ïðè a > 1, óáûâàåò ïðè a < 1.

y = logax
(a > 1)

x

y

0 1

y = logax
(0 < a < 1)

x

y

0 1

Ðèñ. A.5

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ ñèíóñ: y = sinx (ðèñ. A.6). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� âñÿ
÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� îòðåçîê [−1, 1]; íå÷¼òíàÿ; ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ, ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì 2π; âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ[
−π2 + 2πn, π2 + 2πn

]
, óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ

[
π
2 + 2πn, 3π

2 + 2πn
]
,

n ∈ Z.

y = sinx

0 x

y

−1

1

−2π −π π 2π− 3π
2

−π
2

π
2

3π
2

Ðèñ. A.6
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Ôóíêöèÿ êîñèíóñ: y = cosx (ðèñ. A.7). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ�
âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� îòðåçîê [−1, 1]; ÷¼òíàÿ; ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ, ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì 2π; âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ
[π + 2πn, 2π + 2πn], óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ [2πn, π + 2πn], n ∈ Z.

y = cosx

0 x

y

−1

1

−2π
−π π

2π− 3π
2

−π
2

π
2

3π
2

Ðèñ. A.7

Ôóíêöèÿ òàíãåíñ: y = tg x =
sinx

cosx
(ðèñ. A.8). Îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê π
2 + πn, n ∈ Z;

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ îñíîâ-
íûì ïåðèîäîì π; âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ

(
−π2 + πn, π2 + πn

)
,

n ∈ Z; íå÷¼òíàÿ.

y = tg x

0 x

y

−1

1

−2π −π π 2π− 3π
2

−π
2

π
2

3π
2

Ðèñ. A.8

175



Ôóíêöèÿ êîòàíãåíñ: y = ctg x =
cosx

sinx
(ðèñ. A.9). Îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê πn, n ∈ Z; ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ îñíîâíûì ïå-
ðèîäîì π; óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ (πn, π + πn), n ∈ Z; íå÷¼òíàÿ.

y = ctg x

0 x

y

−1

1

−2π −π π 2π− 3π
2

−π
2

π
2

3π
2

Ðèñ. A.9

Ôóíêöèÿ ñåêàíñ: y = secx =
1

cosx
(ðèñ. A.10). Îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê π
2 + πn, n ∈ Z;

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� (−∞,−1)∪ (1,+∞); ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ îñíîâ-
íûì ïåðèîäîì 2π; âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ

[
2πn, π2 + 2πn

)
è(

π
2 + 2πn, π + 2πn

]
, óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ

[
π + 2πn, 3π

2 + 2πn
)
è(

3π
2 + 2πn, 2π + 2πn

]
, n ∈ Z; ÷¼òíàÿ.

Ôóíêöèÿ êîñåêàíñ: y = cosecx =
1

sinx
(ðèñ. A.11). Îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê πn, n ∈ Z;
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� (−∞,−1)∪ (1,+∞); ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ îñíîâ-
íûì ïåðèîäîì 2π; âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ

[
π
2 + 2πn, π + 2πn

)
è
(
π + 2πn, 3π

2 + 2πn
]
, óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ

(
2πn, π2 + 2πn

]
è[

3π
2 + 2πn, 2π + 2πn

)
, n ∈ Z; íå÷¼òíàÿ.
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y = secx

0 x

y

−1

1

−2π

−π π

2π− 3π
2

−π
2

π
2

3π
2

Ðèñ. A.10

y = cosecx

0 x

y

−1

1

−2π −π π 2π− 3π
2

−π
2

π
2

3π
2

Ðèñ. A.11
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Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ àðêñèíóñ: y = arcsinx� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x =
= sin y íà îòðåçêå

[
−π2 ,

π
2

]
(ðèñ. A.12). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� îò-

ðåçîê [−1, 1]; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� îòðåçîê
[
−π2 ,

π
2

]
; âîçðàñòàåò íà

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷¼òíàÿ.
Ôóíêöèÿ àðêêîñèíóñ: y = arccosx� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x =

= cos y íà îòðåçêå [0, π] (ðèñ. A.13). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� îòðå-
çîê [−1, 1]; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� îòðåçîê [0, π]; óáûâàåò íà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

y = arcsinx

x

y

−1

0 1

−π
2

π
2

Ðèñ. A.12

y = arccosx

x

y

−1 0 1

π
2

π

Ðèñ. A.13

Ôóíêöèÿ àðêòàíãåíñ: y = arctg x� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x =
= tg y íà èíòåðâàëå

(
−π2 ,

π
2

)
(ðèñ. A.14). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� âñÿ

÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� èíòåðâàë
(
−π2 ,

π
2

)
; âîçðàñòàåò

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷¼òíàÿ.

y = arctg x

x

y

−1

0 1

−π
2

π
2

Ðèñ. A.14
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Ôóíêöèÿ àðêêîòàíãåíñ: y = arcctg x� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè
x = ctg y íà èíòåðâàëå (0, π) (ðèñ. A.15). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ�
âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� èíòåðâàë (0, π); óáûâàåò
íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

y = arcctg x

x

y

−1 0 1

π
2

π

Ðèñ. A.15

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ ñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = shx =
ex − e−x

2
(ðèñ. A.16). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
íå÷¼òíàÿ.

Ôóíêöèÿ êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = chx =
ex + e−x

2
(ðèñ. A.17). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé� ïðîìåæóòîê [1,+∞); óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0],
âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0,+∞); ÷¼òíàÿ.

y = shx

x

y

−1 0 1

−1

1

Ðèñ. A.16

y = chx

x

y

−1 0 1

1

Ðèñ. A.17
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Ôóíêöèÿ òàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = thx =
shx

chx
=

ex − e−x

ex + e−x

(ðèñ. A.18). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé� èíòåðâàë (−1, 1); âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
íå÷¼òíàÿ.

y = thx

x

y

−1 0 1

−1

1

Ðèñ. A.18

Ôóíêöèÿ êîòàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = cthx =
chx

shx
=

=
ex + e−x

ex − e−x
(ðèñ. A.19). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� (−∞, 0) ∪ (0,+∞);

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� (−∞,−1)∪ (1,+∞); óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå
(−∞, 0), âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (0,+∞); íå÷¼òíàÿ.

y = cthx

x

y

−1 0 1

−1

1

Ðèñ. A.19
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Îáðàòíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ àðåà-ñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = arshx =
= ln(x+

√
x2 + 1)� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = sh y (ðèñ. A.20). Îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü; ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� âñÿ
÷èñëîâàÿ îñü; âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷¼òíàÿ.

Ôóíêöèÿ àðåà-êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = archx =
= ln(x +

√
x2 − 1)� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = ch y íà ïðîìåæóòêå

[0,+∞) (ðèñ. A.21). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ� ïðîìåæóòîê [1,+∞);
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� ïðîìåæóòîê [0,+∞); âîçðàñòàåò íà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

y = arshx

x

y

−1 0 1

−1

1

Ðèñ. A.20

y = archx

x

y

0 1

1

Ðèñ. A.21

Ôóíêöèÿ àðåà-òàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = arthx =

=
1

2
ln

1 + x

1− x
� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = th y (ðèñ. A.22). Îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ� èíòåðâàë (−1, 1); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� âñÿ ÷èñëî-
âàÿ îñü; âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íå÷¼òíàÿ.

Ôóíêöèÿ àðåà-êîòàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé: y = arcthx =

=
1

2
ln

x+ 1

x− 1
� îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x = cth y (ðèñ. A.23). Îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ� (−∞,−1)∪(1,+∞); ìíîæåñòâî çíà÷åíèé� (−∞, 0)∪
∪ (0,+∞); óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ (−∞,−1) è (1,+∞); íå÷¼òíàÿ.

y = arthx

x

y

−1

0 1
−1

1

Ðèñ. A.22

y = arcthx

x

y

−1

0 1
−1

1

Ðèñ. A.23
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Ïðèëîæåíèå Á

Îñíîâíûå ôîðìóëû è ñîîòíîøåíèÿ

Ñòåïåíè è êîðíè

Â ñëó÷àå êîãäà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
n-ÿ ñòåïåíü ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a (îñíîâàíèÿ
ñòåïåíè) åñòü ïðîèçâåäåíèå n ìíîæèòåëåé, ðàâíûõ a. Ïðè a 6= 0
ïî îïðåäåëåíèþ a0 = 1.

Åñëè a > 0 è n�ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî àðèôìåòè÷åñêèé
êîðåíü n-é ñòåïåíè èç a åñòü åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ xn = a; îí îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì a1/n ≡ n

√
a. Ïðè a = 0,

01/n ≡ n
√

0 = 0.
Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m

an/m = m
√
an =

(
m
√
a
)n
,

m

√
n
√
a = mn

√
a,

n
√
ab = n

√
a
n
√
b, n

√
a

b
=

n
√
a

n
√
b

(b 6= 0).

Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ p è q (a > 0 è b > 0)

ap · aq = ap+q,
ap

aq
= ap−q, (ap)q = apq,

(ab)p = apaq,
(a
b

)p
=
ap

bp
, a−p =

1

ap
.

Ëîãàðèôìû

Ëîãàðèôì x = logc a ÷èñëà a > 0 ïðè îñíîâàíèè c > 0 (c 6= 1)
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ cx = a.

Îòìåòèì:

clogc a = a, logc c = 1, logc c
p = p, logc 1 = 0,

logc(ab) = logc a+ logc b, logc

(a
b

)
= logc a− logc b,

logc a
p = p logc a, logc

(
n
√
a
)

=
1

n
logc a.
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Áèíîì Íüþòîíà

Åñëè a è b�äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî

(a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2,

(a± b)3 = a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3,
(a± b)4 = a4 ± 4a3b+ 6a2b2 ± 4ab3 + b4,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(a+ b)n =

n∑
m=0

Cmn an−m bm (n = 1, 2, . . .),

ãäå

Cmn =
n!

m!(n−m)!
(m = 0, 1, 2, . . . 6 n = 0, 1, 2, . . .).

×èñëà Cmn íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ
íèõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Cmn = Cn−mn , Cm+1
n+1 = Cmn + Cm+1

n .

Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ

Åñëè n�ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ . . .+ abn−2 + bn−1).

Åñëè n�÷¼òíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî

an − bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ . . .+ abn−2 − bn−1).

Åñëè n�íå÷¼òíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî

an + bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ . . .− abn−2 + bn−1).

Â ÷àñòíîñòè, èç ïðèâåä¼ííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóþò ïðîñòåéøèå ôîð-
ìóëû, íàçûâàåìûå ôîðìóëàìè ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ:

(a− b)(a+ b) = a2 − b2,
(a+ b)(a2 − ab+ b2) = a3 + b3,

(a− b)(a2 + ab+ b2) = a3 − b3.
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Ðåøåíèå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

ax2 + bx+ c = 0 (a 6= 0)

èìååò ðåøåíèå

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
,

ãäå â ñëó÷àå êîãäà a, b è c�ëþáûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
√
b2 − 4ac

åñòü îäíî èç çíà÷åíèé êâàäðàòíîãî êîðíÿ.
Åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî, òî åãî êîðíè x1 è

x2 ëèáî äåéñòâèòåëüíûå ðàçëè÷íûå, ëèáî äåéñòâèòåëüíûå ðàâíûå,
ëèáî êîìïëåêñíûå ñîïðÿæ¼ííûå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè
äèñêðèìèíàíò D = b2 − 4ac ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëåí, ðàâåí
íóëþ èëè îòðèöàòåëåí. Îòìåòèì, ÷òî

x1 + x2 = −b/a è x1 · x2 = c/a.

Ñõåìà Ãîðíåðà

Äëÿ äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè P (x) = a0x
n + a1x

n−1 +
+a2x

n−2+· · ·+an−1x+an íà ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè x−c îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ (íàçûâàåìûé ñõåìîé
Ãîðíåðà), êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an =

= (x− c)(α0x
n−1 + α1x

n−2 + · · ·+ αn−2x+ αn−1) + β,

ãäå êîýôôèöèåíòû α0, α1, α2, . . . , αn−2, αn−1, β íàõîäÿòñÿ èç ñëå-
äóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

α0 = a0,

α1 = a1 + c · α0,

α2 = a2 + c · α1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn−1 = an−1 + c · αn−2,

β = an + c · αn−1.
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Çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
íåêîòîðûõ óãëîâ

α
(ãðàäóñû)

0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦

α
(ðàäèàíû)

0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3π

2

sinα 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1 0 −1

cosα 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0 −1 0

tgα 0
√

3
3 1

√
3 ±∞ 0 ±∞

ctgα ±∞
√

3 1
√

3
3 0 ±∞ 0

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ

−α π
2 ± α π ± α 3π

2 ± α 2π ± α
sin − sinα cosα ∓ sinα − cosα ± sinα

cos cosα ∓ sinα − cosα ± sinα cosα

tg − tgα ∓ ctgα ± tgα ∓ ctgα ± tgα

ctg − ctgα ∓ tgα ± ctgα ∓ tgα ± ctgα

Ñâÿçü ìåæäó òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
îäíîãî àðãóìåíòà

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

sin2 α+ cos2 α = 1,
sinα

cosα
= tgα =

1

ctgα

èìåþò ñëåäñòâèÿìè ôîðìóëû

sinα =
√

1− cos2 α =
tgα√

1 + tg2 α
=

1√
1 + ctg2 α

,

cosα =
√

1− sin2 α =
1√

1 + tg2 α
=

ctgα√
1 + ctg2 α

,
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tgα =
sinα√

1− sin2 α
=

√
1− cos2 α

cosα
=

1

ctgα
,

ctgα =

√
1− sin2 α

sinα
=

cosα√
1− cos2 α

=
1

tgα
.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ñóììû è ðàçíîñòè
óãëîâ

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ,

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ,

tg(α± β) =
tgα± tg β

1∓ tgα tg β
, ctg(α± β) =

ctgα ctg β ∓ 1

ctg β ± ctgα
.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè äâîéíûõ
è ïîëîâèííûõ óãëîâ

sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α,

tg 2α =
2 tgα

1− tg2 α
, ctg 2α =

ctg2 α− 1

2 ctgα
,

sin
α

2
=

√
1− cosα

2
, cos

α

2
=

√
1 + cosα

2
,

tg
α

2
=

sinα

1 + cosα
=

1− cosα

sinα
, ctg

α

2
=

sinα

1− cosα
=

1 + cosα

sinα
.

Ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû (ðàçíîñòè)
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β
2

,

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β
2

,

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

,

cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β
2

,

tgα± tg β =
sin(α± β)

cosα cosβ
, ctgα± ctg β =

sin(β ± α)

sinα sinβ
.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììó

cosα cosβ =
1

2
[cos(α− β) + cos(α+ β)],

sinα sinβ =
1

2
[cos(α− β)− cos(α+ β)],

sinα cosβ =
1

2
[sin(α− β) + sin(α+ β)].

Ñâÿçü ìåæäó ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
îäíîãî àðãóìåíòà

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

ch2 α− sh2 α = 1,
shα

chα
= thα =

1

cthα

èìåþò ñëåäñòâèÿìè ôîðìóëû

shα =
√

ch2 α− 1 =
thα√

1− th2 α
=

1√
cth2 α− 1

,

chα =
√

1 + sh2 α =
1√

1− th2 α
=

cthα√
cth2 α− 1

,

thα =
shα√

1 + sh2 α
=

√
ch2 α− 1

chα
=

1

cthα
,

cthα =

√
1 + sh2 α

shα
=

chα√
ch2 α− 1

=
1

thα
.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè ñóììû è ðàçíîñòè
óãëîâ

sh(α± β) = shα chβ ± chα shβ,

ch(α± β) = chα chβ ∓ shα shβ,

th(α± β) =
thα± thβ

1± thα thβ
, cth(α± β) =

cthα cthβ ± 1

cthβ ± cthα
.
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Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè äâîéíûõ è
ïîëîâèííûõ óãëîâ

sh 2α = 2 chα shα, ch 2α = ch2 α+ sh2 α,

th 2α =
2 thα

1 + th2 α
, cth 2α =

cth2 α+ 1

2 cthα
,

sh
α

2
=

√
chα− 1

2
, ch

α

2
=

√
chα+ 1

2
,

th
α

2
=

shα

chα+ 1
=

chα− 1

shα
, cth

α

2
=

shα

chα− 1
=

chα+ 1

shα
.

Ïåîáðàçîâàíèå ñóììû (ðàçíîñòè)
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå

shα± shβ = 2 sh
α± β

2
cos

α∓ β
2

,

chα+ chβ = 2 ch
α+ β

2
ch
α− β

2
,

chα− chβ = 2 sh
α+ β

2
sh
α− β

2
,

thα± thβ =
sh(α± β)

chα chβ
, cthα± cthβ =

sh(β ± α)

shα shβ
.

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ôóíêöèé â ñóììó

chα chβ =
1

2
[ch(α+ β) + ch(α− β)],

shα shβ =
1

2
[ch(α+ β)− ch(α− β)],

shα chβ =
1

2
[sh(α+ β) + sh(α− β)].
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