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Ìàòåìàòèêó óæå çàòåì ó÷èòü ñëåäóåò,

÷òî îíà óì â ïîðÿäîê ïðèâîäèò

Ì.Â. Ëîìîíîñîâ

Åñëè Âû õîòèòå íàó÷èòüñÿ ïëàâàòü,

òî ñìåëî âõîäèòå â âîäó, à åñëè õîòèòå

íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è, òî ðåøàéòå èõ

Ä. Ïîéà

Ïðåäèñëîâèå

Ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ÷àñòüþ îáðàçîâàíèÿ ñòóäåíòîâ åñòå-
ñòâåííîíàó÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè:

� ïîìîãàåò ïîíèìàòü îñíîâû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè;

� ñïîñîáñòâóåò óêðåïëåíèþ îñíîâ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ;

� äàåò çíàíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ è ðàçðà-
áîòêè êîëè÷åñòâåííûõ àñïåêòîâ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ åñòåñòâåííûõ
íàóê.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ãî-
ñóäàðñòâåííûõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòîâ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè
äëÿ ñòóäåíòîâ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ. Îíî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðîãðàììå äèñöèïëèíû ¾Ìàòåìàòèêà¿ è âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå
ðàçäåëû: ¾Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû¿, ¾Îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè¿, ¾Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà¿, ¾Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ¿, ¾Îñíîâû òåîðèè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ¿, ¾Îñ-
íîâû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ¿, ¾Îñíîâû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿. Èçäàíèå ðàññ÷èòàíî íà óðîâåíü ïîäãîòîâ-
êè ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà è ïðàêòè÷åñêè íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè. Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñîïðîâîæäàåòñÿ íàãëÿäíûìè èë-
ëþñòðàöèÿìè è ìíîãî÷èñëåííûìè ïðàêòè÷åñêèìè ïðèìåðàìè. Â êàæäîì
ðàçäåëå äàþòñÿ óïðàæíåíèÿ äëÿ ïîäãîòîâêè ê êîíòðîëüíûì ðàáîòàì. Â
ïðèëîæåíèÿõ ïðèâåäåíû îñíîâíûå ôîðìóëû èç øêîëüíîé ïðîãðàììû,
êðîìå òîãî, ãðàôèêè è ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îòâåòû ïðèâå-
äåíû â êîíöå êíèãè (íóìåðàöèÿ çàäà÷ åäèíàÿ).

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòóäåíòàìè áèîëî-

ãè÷åñêîãî, ãåîãðàôè÷åñêîãî, õèìè÷åñêîãî è äðóãèõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ

ôàêóëüòåòîâ âóçîâ.
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1. Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû

1.1. Ìàòðèöû è îïðåäåëèòåëè

Ìàòðèöû

Ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè m × n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàá-
ëèöà ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùàÿ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, çàêëþ÷åííàÿ
â êðóãëûå ñêîáêè. Ìàòðèöû îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè ëà-
òèíñêèìè áóêâàìè, à èõ ýëåìåíòû � ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóê-
âàìè:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

ãäå aij (i = 1,m, j = 1, n) � ýëåìåíò ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûé â
i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå. Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ìîãóò áûòü ÷èñëà,
ïåðåìåííûå, ôóíêöèè è äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû. Íàðÿäó ñ
êðóãëûìè ñêîáêàìè èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèö:

A = (aij)m×n = [aij ]m×n = ∥aij∥m×n.

Ïðèì å ð 1. Ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè 2× 3:

A =

(
3 −1 6
−2 0 13

)
.

Äâå ìàòðèöû A è B îäíîé ðàçìåðíîñòèm×n íàçûâàþòñÿ ðàâíû-
ìè, åñëè aij = bij ïðè âñåõ i = 1,m è j = 1, n. Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ
èç îäíîé ñòðîêè, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé-ñòðîêîé, à ñîñòîÿùàÿ èç
îäíîãî ñòîëáöà � ìàòðèöåé-ñòîëáöîì. Ìàòðèöà-ñòðîêà è ìàòðèöà-
ñòîëáåö òàêæå íàçûâàþòñÿ âåêòîðîì.

Ï ð èì å ð 2.

A =
(
4 −7 5 8

)
� ìàòðèöà-ñòðîêà.

Ïð èì å ð 3. B =

 1
0
−3

 � ìàòðèöà-ñòîëáåö.
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Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé n�ãî ïîðÿäêà, åñëè ÷èñëî åå
ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ è ðàâíî n.

Ï ð èì å ð 4. A =

(
1 2
3 4

)
� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 2-ãî ïîðÿäêà.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû aij , ó êîòîðûõ íîìåð ñòðîêè ðàâåí íîìåðó
ñòîëáöà (i = j), íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè è îáðàçóþò ãëàâíóþ
äèàãîíàëü ìàòðèöû. Åñëè âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êâàäðàò-
íîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Ï ð èì å ð 5. A =

 2 0 0
0 −1 0
0 0 5

� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî

ïîðÿäêà.

Åñëè ó äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà âñå äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû åäèíèöå, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàò-
ðèöåé n-ãî ïîðÿäêà è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé E.

Ï ð èì å ð 6. E2 =

(
1 0
0 1

)
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2-ãî ïîðÿäêà,

E3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 3-ãî ïîðÿäêà.

Ìàòðèöà ëþáîãî ðàçìåðà íàçûâàåòñÿ íóëåâîé, åñëè âñå åå ýëå-
ìåíòû ðàâíû íóëþ:

0 =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

 .

Íàä ìàòðèöàìè, êàê è íàä ÷èñëàìè, ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðÿä
äåéñòâèé.

Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö

Òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ çàìåíà åå ñòðîê
ñòîëáöàìè ñ ñîõðàíåíèåì èõ ïîðÿäêà. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà
îáîçíà÷àåòñÿ AT .
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Ïðèì å ð 7. Äëÿ ìàòðèöû A =

 2 8
−3 4
−5 0

 òðàíñïîíèðîâàííîé

áóäåò ìàòðèöà AT =

(
2 −3 −5
8 4 0

)
.

Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî

Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðíîñòèm×n íà ÷èñëî k
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà B = (bij) ðàçìåðíîñòèm×n, ýëåìåíòû êîòîðîé
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

bij = k · aij , i = 1,m, j = 1, n,

è îáîçíà÷àåòñÿ B = kA.

Ï ð èì å ð 8. A =

 1 0
3 −4
−2 5

, 3A =

 3 0
9 −12
−6 15

.
Çàìå÷àíèå. Îáùèé ìíîæèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìîæíî
âûíîñèòü çà çíàê ìàòðèöû.

Ïðèì å ð 9. A =

(
6 4
14 2

)
= 2 ·

(
3 2
7 1

)
.

Ìàòðèöó (−1)·A íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíîé ìàòðèöå A è îáî-
çíà÷àþò −A.

Ñëîæåíèå ìàòðèö

Ñóììîé äâóõ ìàòðèö A = (aij) è B = (bij) îäèíàêîâîé ðàçìåð-
íîñòèm×n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = (cij), ðàçìåðàm×n, ýëåìåíòû
êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

cij = aij + bij , i = 1,m, j = 1, n,

è îáîçíà÷àåòñÿ C = A+B.

Ï ð èì å ð 10. A =

(
1 0 −4
5 −2 3

)
, B =

(
−9 4 5
3 7 2

)
,

C = A+B =

(
1 + (−9) 0 + 4 −4 + 5
5 + 3 −2 + 7 3 + 2

)
=

(
−8 4 1
8 5 5

)
.
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Âû÷èòàíèå ìàòðèö

Ðàçíîñòü äâóõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

C = A−B = A+ (−B).

Ïðèì å ð 11. A =

(
1 0 −4
5 −2 3

)
, B =

(
−9 4 5
3 7 2

)
,

C = A−B =

(
1− (−9) 0− 4 −4− 5
5− 3 −2− 7 3− 2

)
.

Óìíîæåíèå ìàòðèö

Ïåðåìíîæàòü ìîæíî òîëüêî ìàòðèöû ñîãëàñîâàííûõ ðàçìåðíî-
ñòåé, êîãäà ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó ñòðîê âòî-
ðîé. Ïóñòü ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij) èìåþò ñîîòâåòñòâåííî
ðàçìåðíîñòè m × p è p × n. Èõ ïðîèçâåäåíèåì A · B, â óêàçàííîì
ïîðÿäêå, íàçûâàþò ìàòðèöó C = (cij) ðàçìåðíîñòè m× n, ýëåìåíò
êîòîðîé cij ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðè-
öû A íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B, ò. å.

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ aipbpi =

p∑
k=1

aikbki.

Ïðèì å ð 12.

 1 −2 0 1
4 3 −1 2
2 5 −3 4

 ·


1 0
5 −1
2 −5
−2 4

 =

=

 1·1+(−2)·5+0·2+1·(−2) 1·0+(−2)·(−1)+0·(−5)+1·4
4·1+3·5+(−1)·2+2·(−2) 4·0+3·(−1)+(−1)·(−5)+ 2·4
2·1+5·5+(−3)·2+4·(−2) 2·0+5·(−1)+(−3)·(−5)+4·4

=

=

 −11 6
13 10
29 26

 .

Åñëè â ýòîì ïðèìåðå ïîìåíÿòü ìåñòàìè ìàòðèöû-ñîìíîæèòåëè
è ïîïûòàòüñÿ íàéòè ïðîèçâåäåíèå B · A, òî óâèäèì, ÷òî îíî íå ñó-
ùåñòâóåò, òàê êàê êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû B íå ðàâíî êîëè-
÷åñòâó ñòðîê ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèö íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåìåñòèòåëüíûé çàêîí, ò. å.
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A ·B ̸= B ·A.

Èíòåðåñíûé ôàêò: ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë
íå ðàâíî íóëþ. Äëÿ ìàòðèö ýòî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, ò. å. ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ íåíóëåâûõ ìàòðèö ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíûì íóëåâîé
ìàòðèöå.

Ïð èì å ð 13.

(
1 1
1 1

)
·
(

1 1
−1 −1

)
=

=

(
1 · 1 + 1 · (−1) 1 · 1 + 1 · (−1)
1 · 1 + 1 · (−1) 1 · 1 + 1 · (−1)

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Ïðè óìíîæåíèè ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû íà åäèíè÷íóþ ìàò-
ðèöó E òàêîãî æå ïîðÿäêà ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíàÿ ìàòðèöà.

Ïð èì å ð 14.

(
a11 a12

a21 a22

)
·
(

1 0
0 1

)
=

(
a11 · 1 + a12 · 0 a11 · 0 + a12 · 1
a21 · 1 + a22 · 0 a21 · 0 + a22 · 1

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Îïðåäåëèòåëè

Îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî, çàïèñûâà-
åìîå â âèäå êâàäðàòíîé òàáëèöû ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùåé n ñòðîê è
n ñòîëáöîâ, çàêëþ÷åííîé â ïðÿìûå ñêîáêè. Îí èìååò âèä

|A| = ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1i a2i a3i . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n a3n . . . ajn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå aij (i, j = 1, n) � ýëåìåíò îïðåäåëèòåëÿ, ðàñïîëîæåííûé â i-é
ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå.

Êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå A ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå åå îïðåäåëèòåëü |A|.

Ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ a11, a22, a33, . . . , ann îáðàçóþò ãëàâíóþ
äèàãîíàëü îïðåäåëèòåëÿ, à ýëåìåíòû a1n, a2n−1, a3n−2, . . . , an1 �
ïîáî÷íóþ äèàãîíàëü.
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Çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëåé íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) åñëè n = 1, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñàìîìó ýëåìåíòó:

∆ = |a11| = a11;

2) åñëè n = 2, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí ðàçíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè è ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè:

∆ =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21,

÷òî ñõåìàòè÷íî âûãëÿäèò òàê:

t tt t
= t tt t

−Z
Z t tt t

�
� ;

Ï ð èì å ð 15. ∆ =

∣∣∣∣ 4 2
7 −8

∣∣∣∣ = 4 · (−8)− 2 · 7;

3) åñëè n = 3, òî îïðåäåëèòåëü ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32−
−a13 · a22 · a31 − a12 · a21 · a33 − a11 · a23 · a32.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ îäíèì èç
äâóõ ¾ãåîìåòðè÷åñêèõ¿ ïðàâèë.

Ïåðâîå � ñõåìà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì òðåóãîëüíèêîâ.
Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñî ñâîèìè çíàêàìè áåðóòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à òàêæå ýëåìåíòîâ,
ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿ êîòî-
ðûõ ïàðàëëåëüíû ãëàâíîé äèàãîíàëè; ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì
áåðóòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîáî÷íîé äèà-
ãîíàëè, à òàêæå â âåðøèíàõ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿ êîòî-
ðûõ ïàðàëëåëüíû ïîáî÷íîé äèàãîíàëè:

t tttt t
tt
t

= t tttt t
tt
t

− t tttt t
tt
t

Z
Z

Z
Z

Z
Z








!!!!Z
Z

!!!!









�
�
�

�
�

�
aaaa

J
J
JJ�
�

J
J
JJ

aaaa
.
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Âòîðîå � ïðàâèëî Ñàððþñà. Ñïðàâà îò îïðåäåëèòåëÿ äîïèñûâà-
þò ïåðâûå äâà ñòîëáöà è ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè è íà äèàãîíàëÿõ, åé ïàðàëëåëüíûõ, áåðóò ñî ñâîèì çíàêîì;
à ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è äèàãîíàëåé, åé ïà-
ðàëëåëüíûõ, ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì:

a11 a12 a13 a11 a12
a21 a22 a23 a21 a22
a31 a32 a33 a31 a32

=
b
b
b
b
b
b
bb

b
b
b
b
b
b
bb

b
b
b
b
b
b
bb

"
"

"
"

"
"

""

"
"

"
"

"
"

""

"
"

"
"

"
"

""︸ ︷︷ ︸
−

︸ ︷︷ ︸
+

= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32−
−a13 · a22 · a31 − a12 · a21 · a33 − a11 · a23 · a32.

Ìèíîðîì Mij ýëåìåíòà aij íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü (n− 1)-ãî
ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûé èç îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà âû÷åðêèâàíè-
åì i�é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ
ýëåìåíò aij .

Ï ð èì å ð 16. Íàéòè ìèíîð ýëåìåíòà a32 äëÿ îïðåäåëèòåëÿ

∆ =
-3 5 -2
4 7 -8
-1 7 1

.

∆ =
-3 5 -2
4 7 -8
-1 7 1

, M32 =
−3 −2
4 −8

= 24 + 8 = 32.

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Aij ýëåìåíòà aij îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

Aij = (−1)
i+j ·Mij .

Ïðèì å ð 17. Íàéòè àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì a32 è
a11 äëÿ îïðåäåëèòåëÿ

∆ =
−3 5 −2
4 7 −8
−1 7 1

.

A32 = (−1)3+2 ·M32 = (−1)5 · −3 −2
4 −8

= (−1) · 32 = −32.

A11 = (−1)1+1 ·M32 = (−1)2 · 7 −8
7 1

= 1 · 63 = 63.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ

1. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãî òðàíñïîíèðîâàòü, ò. å.
ñòðîêè çàïèñàòü â ñòîëáöû, íå ìåíÿÿ èõ ïîðÿäêà.

Ïð èì å ð 18. ∆ =
−1 2
3 −5

=
−1 3
2 −5

= −1.

Ñëåäñòâèå. Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû
îïðåäåëèòåëÿ ðàâíîïðàâíû, ò. å. ñâîéñòâà, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ
ñòðîê, âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ñòîëáöîâ.

2. Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå êàêèå-ëèáî ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ,
òî îí ñìåíèò ñâîé çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïðèì å ð 19. ∆ =
1 6
3 5

= − 3 5
1 6

.

3. Åñëè êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà îïðåäåëèòåëÿ ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé,
òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Ïðèì å ð 20. ∆ =
2 0 5
3 0 4
−2 0 −4

= 0.

4. Åñëè äâå êàêèå-ëèáî ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ñîñòîÿò èç îäèíà-
êîâûõ ýëåìåíòîâ, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Ïðèì å ð 21. ∆ =
9 7 −2
9 7 −2
−5 4 1

= 0.

5. Åñëè ýëåìåíòû êàêîé-ëèáî ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ èìåþò îáùèé
ìíîæèòåëü, òî åãî ìîæíî âûíåñòè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

Ïð èì å ð 22. ∆ =
12 6
7 5

=
6 · 2 6 · 1
7 5

= 6 · 2 1
7 5

.

6. Åñëè ýëåìåíòû êàêèõ-ëèáî äâóõ ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíû, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.
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Ïðèì å ð 23. ∆ =
3 9 −6
−1 −3 2
8 4 1

= −3 ·
−1 −3 2
−1 −3 2
8 4 1

= 0.

7. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì ëþáîé ñòðîêè
ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ëþáîé äðóãîé ñòðîêè, ïðåä-
âàðèòåëüíî óìíîæåííûå íà íåêîòîðîå ÷èñëî.

Ïð èì å ð 24. ∆ =
1 2 −3
6 −5 3
0 −4 −1

= 101.

�
1 2 −3 ·2
6 −5 3
0 −4 −1

=
1 2 −3

6 + 1 · 2 −5 + 2 · 2 3 + (−3) · 2
0 −4 −1

= 101.

8. ×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ëàïëàñà. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòå-
ëÿ ïî ñòðîêå. Îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ
ïðîèçâîëüíîé ñòðîêè íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ, ò. å.

∆ =

n∑
j=1

aij ·Aij =

n∑
i=1

aij ·Aij .

Ïðèì å ð 25. ∆ =
4 1 5
5 0 6
2 −3 1

=

= 4 · 0 · 1 + 1 · 6 · 2 + 5 · 5 · (−3)− 5 · 0 · 2− 4 · 6 · (−3)− 1 · 5 · 1 = 4.
Âû÷èñëèì ýòîò æå îïðåäåëèòåëü ðàçëîæåíèåì ïî òðåòüåìó ñòîëáöó:

∆ =
4 1 5
5 0 6
2 −3 1

= 5 ·A13 + 6 ·A23 + 1 ·A33 =

= 5 · (−1)1+3 5 0
2 −3

+ 6 · (−1)2+3 · 4 1
2 −3

+ 1 · (−1)3+3 · 4 1
5 0

=

= 5 · (5 · (−3)− 0 · 2) + 6 · (−1) · (4 · (−3)− 1 · 2) + 1 · (4 · 0− 1 · 5) = 4.

Ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïî ëþáîé ñòðîêå èëè ñòîëáöó, ïî-
ýòîìó ïðåäïî÷òèòåëüíî âûáèðàòü ñòðîêó (ñòîëáåö), ñîäåðæàùèå íóëè,
ïðè÷åì ðàçëîæåíèå òåì ïðîùå, ÷åì áîëüøå íóëåé â âûáðàííîé ñòðîêå
(ñòîëáöå). Ðàçëîæèì òîò æå ñàìûé îïðåäåëèòåëü ïî âòîðîìó ñòîëáöó:

∆ =
4 1 5
5 0 6
2 −3 1

= 1 ·A12 + 0 ·A22 + (−3) ·A32 =
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= 1 · (−1)1+2 · 5 6
2 1

+ 0 + (−3) · (−1)3+2 · 4 5
5 6

=

= 1 · (−1) · (5 · 1− 6 · 2) + (−3) · (−1) · (4 · 6− 5 · 5) = 4.

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñ-
ëåíèå îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà ê âû÷èñëåíèþ n îïðåäåëèòåëåé
(n − 1)-ãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì, ïîëüçóÿñü âûøåèçëîæåííûìè ñâîé-
ñòâàìè îïðåäåëèòåëÿ, ìîæíî òàê åãî ïðåîáðàçîâàòü, ÷òîáû ýëåìåí-
òû âûáðàííîé äëÿ ðàçëîæåíèÿ ñòðîêè (ñòîëáöà), çà èñêëþ÷åíèåì
îäíîãî, îáðàòèëèñü â íóëè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñ-
ëåíèþ îäíîãî îïðåäåëèòåëÿ (n− 1)-ãî ïîðÿäêà.

Ïð èì å ð 26. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∆ =

2 1 2 3
3 −2 7 5
2 −1 −5 −3
5 −6 4 2

.

Âûáåðåì ýëåìåíò a12 = 1 (óäîáíî, êîãäà â îïðåäåëèòåëå åñòü ýëå-
ìåíò, ðàâíûé åäèíèöå) è ïîëó÷èì íà ìåñòå îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî
ñòîëáöà íóëè. Äëÿ ýòîãî êî âòîðîé ñòðîêå ïðèáàâèì ïåðâóþ, óìíîæåí-
íóþ íà ÷èñëî 2, ê òðåòüåé ñòðîêå ïðèáàâèì ïåðâóþ, ê ÷åòâåðòîé ñòðîêå
ïðèáàâèì ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà 6, ïîëó÷èì

∆ =

2 1 2 3
3 −2 7 5
2 −1 −5 −3
5 −6 4 2

�

�
�

(2)(1)(6)

=

2 1 2 3
7 0 11 11
4 0 −3 0
17 0 16 20

.

Ïðè ðàçëîæåíèè ïîëó÷åííîãî îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì âòîðîãî
ñòîëáöà îñòàíåòñÿ ëèøü îäíî ñëàãàåìîå, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòà
a12 íà åãî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A12, òàê êàê âñå îñòàëüíûå ýëåìåí-
òû ñòîëáöà ðàâíû íóëþ:

∆ =

2 1 2 3
7 0 11 11
4 0 −3 0
17 0 16 20

= 1 · (−1)1+2 ·
7 11 11
4 −3 0
17 16 20

= −
7 11 11
4 −3 0
17 16 20

.

Ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî
ïðàâèëó òðåóãîëüíèêîâ èëè ïîäîáíûì æå ïóòåì ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ
îäíîãî îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèáàâèâ ê ïåðâîìó ñòîëáöó âòî-
ðîé ñòîëáåö, ïîëó÷èì

∆ = −
18 11 11
1 −3 0
33 16 20

,
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çàòåì ïðèáàâèì êî âòîðîìó ñòîëáöó ïåðâûé, óìíîæåííûé íà 3. Âî âòîðîé
ñòðîêå îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò. Ðàçëîæèì
îïðåäåëèòåëü ïî âòîðîé ñòðîêå, ïîëó÷èì

∆ = −
18 65 11
1 0 0
33 115 20

= −1 · (−1)2+1 · 65 11
115 20

.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 5, à çàòåì âû÷èñëèì ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü
âòîðîãî ïîðÿäêà:

∆ = 5 · 13 11
23 20

= 5 · (13 · 20− 11 · 23) = 35.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè îïðåäåëèòåëü ýòîé
ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, îáîçíà÷àåìàÿ A−1, íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé
äëÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A òîãî æå ïîðÿäêà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

A−1 ·A = A ·A−1 = E.

Äëÿ êàæäîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû

1. Íàõîäèì îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé ìàòðèöû. Åñëè |A| = 0, òî
ìàòðèöà âûðîæäåííàÿ, è îáðàòíîé äëÿ íåå ìàòðèöû A−1 íå
ñóùåñòâóåò.

2. Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû aij çàìåíÿåì ñâîèì àëãåáðàè÷åñ-
êèì äîïîëíåíèåì Aij .

3. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé òðàíñ-
ïîíèðóåì. Ìàòðèöà (Aij)

T
íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé.

4. Ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó äåëèì íà îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé
ìàòðèöû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îáðàòíóþ ìàòðèöó

A−1 =
1

|A|
· (Aij)

T
=

1

|A|
·


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

.
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Ïðèì å ð 27. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû

A =

(
5 3
−2 1

)
.

Íàõîäèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû |A| = 11 ̸= 0. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ, ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, îáðàòíàÿ ìàòðèöà
ñóùåñòâóåò. Âû÷èñëÿåì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 = (−1)1+1 · |1| = 1, A12 = (−1)1+2 · | − 2| = 2,

A21 = (−1)2+1 · |3| = −3, A22 = (−1)2+2 · |5| = 5.

Ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà A∗ =

(
1 2
−3 5

)T

=

(
1 −3
2 5

)
.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà:

A−1 =
1

11
·
(

1 −3
2 5

)
=

(
1/11 −3/11
2/11 5/11

)
.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó:

A−1 ·A =
1

11

(
1 −3
2 5

)
·
(

5 3
−2 1

)
=

=
1

11

(
1 · 5 + (−3) · (−2) 1 · 3 + (−3) · 1
2 · 5 + 5 · (−2) 2 · 3 + 5 · 1

)
=

=
1

11

(
11 0
0 11

)
=

(
1 0
0 1

)
= E,

A ·A−1 =
1

11

(
5 3
−2 1

)
·
(

1 −3
2 5

)
=

=
1

11

(
5 · 1 + 3 · 2 5 · (−3) + 3 · 5
−2 · 1 + 1 · 2 −2 · (−3) + 1 · 5

)
=

=
1

11

(
11 0
0 11

)
=

(
1 0
0 1

)
= E.

Ïðèì å ð 28. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ äëÿ ìàòðèöû

A =

 −2 0 1
4 −3 2
1 3 −1

 .
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Íàõîäèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû |A| = 21 ̸= 0. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùå-
ñòâóåò. Âû÷èñëÿåì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 = (−1)1+1 · −3 2
3 −1

= −3, A21 = (−1)2+1 · 0 1
3 −1

= 3,

A12 = (−1)1+2 · 4 2
1 −1

= 6, A22 = (−1)2+2 · −2 1
1 −1

= 1,

A13 = (−1)1+3 · 4 −3
1 3

= 15, A23 = (−1)2+3 · −2 0
1 3

= 6,

A31 = (−1)3+1 · 0 1
−3 2

= 3,

A32 = (−1)3+2 · −2 1
4 2

= 8,

A33 = (−1)3+3 · −2 0
4 −3

= 6.

Âû÷èñëÿåì îáðàòíóþ ìàòðèöó:

A−1 =
1

21
·

 −3 3 3
6 1 8
15 6 6

 =

 −1/7 1/7 1/7
2/7 1/21 8/21
5/7 2/7 2/7

 .

×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåñòè ïðîâåðêó ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà

Ñòóïåí÷àòîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðàm×n, åñëè îíà èìå-
åò ñëåäóþùèé âèä:

0 . . . 0 a1k1
. . . . . . . . . . . . a1n

0 . . . 0 0 . . . 0 a2k2
. . . . . . . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . amkm
. . . amn

 ,

ãäå ýëåìåíòû a1k1
̸= 0, a2k2

̸= 0, a3k3
̸= 0, . . ., amkm

̸= 0, ïðè ýòîì
k1 < k2 < k3 < . . . < km.

Çàìå÷àíèå. Ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê.
Âñå ñòóïåíüêè ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû èìåþò â âûñîòó îäíó ñòðî-

êó, ÷èñëî ñòóïåíåê ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû.
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Ïðèì å ð 29. A =

 0 2 0 −4 1
0 0 0 2 −3
0 0 0 0 5

, B =

(
3 3 1 5 7
0 0 0 2 −4

)
, C =

(
0 0 1 4
0 0 0 3

)
, D =

 7 2 −4
0 2 8
0 0 5

 � ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû íàçûâàþò-
ñÿ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1) óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè íà ÷èñëî, îò-
ëè÷íîå îò íóëÿ;

2) ïðèáàâëåíèå ê êàæäîìó ýëåìåíòó êàêîé-ëèáî ñòðîêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííûõ íà íåêîòî-
ðîå ÷èñëî;

3) ïåðåñòàíîâêà ñòðîê;

4) âû÷åðêèâàíèå (óäàëåíèå) íóëåâîé ñòðîêè.

Çàìå÷àíèå. Òå æå îïåðàöèè, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ñòîëáöîâ, íà-
çûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

Ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîé ìàòðèöû ýëåìåíòàðíû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè åå ñòðîê (ñòîëáöîâ), íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîé äàííîé. Îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∼.

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó

1. Íàéòè ïåðâûé èç ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ íåíóëåâûå ýëåìåíòû.
Âûáðàòü ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ îäèí èç ýòèõ íåíóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ.

2. Âûáðàííóþ ñòðîêó (åñëè îíà íå ïåðâàÿ) ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñ
ïåðâîé ñòðîêîé.

3. Ñäåëàòü íóëåâûìè âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïîä êðàéíèì ýëå-
ìåíòîì ïåðâîé ñòðîêè, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ýëåìåíòàðíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå � 2 (ïðèáàâëåíèå ê êàæäîìó ýëåìåíòó êàêîé-
ëèáî ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè, óìíî-
æåííûõ íà íåêîòîðîå ÷èñëî) è, åñëè íóæíî, ýëåìåíòàðíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå � 4 (âû÷åðêèâàíèå íóëåâûõ ñòðîê). Â ïåðâîì
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íåíóëåâîì ñòîëáöå îñòàíåòñÿ òîëüêî îäèí âåðõíèé íåíóëåâîé
ýëåìåíò. Òàê áóäåò ïîëó÷åíà ïåðâàÿ ñòóïåíüêà.

4. Ñîõðàíÿÿ íåèçìåííîé ïåðâóþ ñòðîêó ïîëó÷åííîé ìàòðèöû,
ðàññìîòðåòü ìàòðèöó èç îñòàëüíûõ ñòðîê è ïðèìåíèòü ê íåé
øàãè 1�3 îïèñàííîãî àëãîðèòìà.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó, ýêâèâàëåíòíóþ èñ-
õîäíîé ìàòðèöå.

Ïð èì å ð 30. Ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìàòðèöó

A =


0 0 2 −1 −2 3
0 3 −2 4 −5 2
0 1 0 −2 3 0
0 2 −2 6 −8 2

 .

Ïåðâûé èç ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèé íåíóëåâûå ýëåìåíòû, � âòîðîé ñòîë-
áåö. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé âûáèðàåì ñòðîêó ñ ýëåìåíòîì âî âòîðîì
ñòîëáöå, ðàâíûì åäèíèöå. Ýòî òðåòüÿ ñòðîêà. Âûáåðåì åå è ïîìåíÿåì
ìåñòàìè ñ ïåðâîé ñòðîêîé.

A =


0 0 2 −1 −2 3
0 3 −2 4 −5 2
0 1 0 −2 3 0
0 2 −2 6 −8 2


�

� ∼


0 1 0 −2 3 0
0 3 −2 4 −5 2
0 0 2 −1 −2 3
0 2 −2 6 −8 2

 .

Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå � 2, ïîëó÷èì âî âòîðîì
ñòîëáöå íóëè âî âñåõ ñòðîêàõ, êðîìå ïåðâîé, ò. å. áóäåì ïðèáàâëÿòü
ê ýëåìåíòàì âòîðîé ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè,
óìíîæåííûå íà (−3), ê ýëåìåíòàì ÷åòâåðòîé ñòðîêè � ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè, óìíîæåííûå íà (−2):

0 1 0 −2 3 0
0 3 −2 4 −5 2
0 0 2 −1 −2 3
0 2 −2 6 −8 2

�

�

(−3)(−2)

∼


0 1 0 −2 3 0
0 0 −2 10 −14 2
0 0 2 −1 −2 3
0 0 −2 10 −14 2

 .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì íóëè â òðåòüåì ñòîëáöå â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðî-
êàõ. Äëÿ ýòîãî ê ýëåìåíòàì ýòèõ ñòðîê áóäåì ïðèáàâëÿòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýëåìåíòû âòîðîé ñòðîêè, óìíîæåííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà:

0 1 0 −2 3 0
0 0 −2 10 −14 2
0 0 2 −1 −2 3
0 0 −2 10 −14 2

�
�

(1)(−1)∼


0 1 0 −2 3 0
0 0 −2 10 −14 2
0 0 0 9 −16 5
0 0 0 0 0 0

 .

Âû÷åðêèâàåì íóëåâóþ ñòðîêó (ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå � 4), ïîëó-
÷èì ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó :
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
0 1 0 −2 3 0
0 0 −2 10 −14 2
0 0 0 9 −16 5
0 0 0 0 0 0

 ∼

 0 1 0 −2 3 0
0 0 −2 10 −14 2
0 0 0 9 −16 5

 .

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ íàéòè
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (èëè ÷èñëà) ìàòðèöû. Ðàññìîòðèì êâàäðàò-
íóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà n. Ñîñòàâèì ìàòðèöó A − λ · E, ãäå E �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à λ � íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ. Ïðè-
ðàâíÿåì îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ê íóëþ, ò. å. ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

|A− λ · E| = 0,

íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû A. Êîðíè
äàííîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

÷èñëàìè ìàòðèöû A.

Ï ð èì å ð 31. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

A =

(
5 2
4 3

)
.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A âòîðîãî ïîðÿäêà, òî è åäèíè÷íóþ ìàòðèöó áå-
ðåì âòîðîãî ïîðÿäêà, òîãäà

A− λ · E =

(
5 2
4 3

)
− λ ·

(
1 0
0 1

)
=

=

(
5 2
4 3

)
−
(

λ 0
0 λ

)
=

(
5− λ 2
4 3− λ

)
.

Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå∣∣∣∣ 5− λ 2
4 3− λ

∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîñòàâëåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áåðåì
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A è èç ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè âû÷èòàåì λ.

Íàõîäèì êîðíè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ:

(5− λ) · (3− λ)− 2 · 4 = 0,

λ2 − 8λ− 7 = 0, ò. å. λ1 = 1, λ2 = 7.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A: λ1 = 1, λ2 = 7.
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Ïðèì å ð 32. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

A =

 3 −1 1
−1 5 −1
1 −1 3

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 1
−1 5− λ −1
1 −1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Íàéäåì åãî êîðíè:

(3− λ)(5− λ)(3− λ) + 1 + 1− (5− λ)− (3− λ)− (3− λ) = 0,

(3− λ)2(5− λ)− 3(3− λ) = 0,

(3− λ) · ((3− λ)(5− λ)− 3) = 0,

λ = 3 èëè λ2 − 8λ+ 12 = 0,

λ = 3 èëè λ = 2 èëè λ = 6.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A: λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 6.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàïèñàòü ìàòðèöó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ìàòðèöå A, åñëè

A =

(
0 −3 4
2 6 −7

)
.

2. Òðàíñïîíèðîâàòü ìàòðèöó:

à) A =

(
−1 0
3 2

)
, á) A =

(
2 0 −1
−4 5 7

)
.

3. Óìíîæèòü ìàòðèöó A =

(
1 −5
0 2

)
íà ÷èñëî k = 3.

4. Âû÷èñëèòü ñóììó A+B è ðàçíîñòü A−B ìàòðèö, åñëè

A =

 1 2
2 −1
1 3

 , B =

 5 3
1 −1
6 4

 .
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5. Íàéòè ìàòðèöó 3A − 2BT + 5E, åñëè E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
âòîðîãî ïîðÿäêà, à

A =

(
3 4
5 1

)
, B =

(
8 1
2 3

)
.

6. Âû÷èñëèòü òå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö A·B è B·A, êîòîðûå èìåþò
ñìûñë:

à) A =

(
2 −1
0 −3

)
, B =

(
4 5
−6 7

)
,

á) A =

 −4 2
7 5
−3 4

, B =

 −1 3 −6
2 4 1
0 5 2

,
â) A=

 2 1
0 3
4 −1

, B=

(
6 −2 1
−3 5 0

)
,

ã) A =

(
−1 3 6
5 2 8

)
, B =

 −2 3 6 3
4 −5 2 1
−1 7 −1 0

,
ä) A =

(
1 2 3

)
, B =

 1
2
3

,
å) A =

(
1 1 1 1
1 2 1 −2

)
, B =


1 1
−3 3
3 −5
−1 1

.

7. Íàéòè A2, åñëè A =

(
−1 1
2 3

)
.

8. Íàéòè çíà÷åíèå ìàòðè÷íîãî âûðàæåíèÿ A2 − 2BCT , åñëè

A =

(
−2 4
1 5

)
, B =

(
−3 2
1 4

)
, C =

(
4 −6
5 3

)
.

9. Íàéòè A3, åñëè A =

(
1 4
3 2

)
.
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10. Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö A ·B · C è C ·A ·BT , åñëè

A =

(
4 3
7 5

)
, B =

(
−2 3
3 −2

)
, C =

(
7 3
−2 1

)
.

11. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó D = A ·B · C − 3 · E, ãäå

A =

 1 2 −3
1 0 2
4 5 3

 , B =

 1
2
1

 , C =
(
2 0 5

)
,

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

12. Âû÷èñëèòü A2 è
(
A−AT

)2
, åñëè

A =

 1 1 −1
3 −1 2
2 −1 0

 .

13. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà:

a)

∣∣∣∣ 4 5
6 7

∣∣∣∣, á)

∣∣∣∣ 7 −8
4 2

∣∣∣∣, â)

∣∣∣∣ −2 1
−8 −1

∣∣∣∣.
14. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëåé òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ïðà-
âèëó òðåóãîëüíèêîâ (èëè ìåòîäîì Ñàððþñà):

à)

∣∣∣∣∣∣
4 3 5
5 2 1
2 4 3

∣∣∣∣∣∣, á)

∣∣∣∣∣∣
2 5 −4
−1 1 1
4 7 0

∣∣∣∣∣∣, â)

∣∣∣∣∣∣
−3 5 1
1 2 −3
2 4 −5

∣∣∣∣∣∣.
15. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâà îïðåäåëèòåëåé:

à)

∣∣∣∣∣∣
2 4 −5
−1 2 3
2 4 −5

∣∣∣∣∣∣, á)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 6 9
3 4 5

∣∣∣∣∣∣, â)

∣∣∣∣∣∣
−3 10 2
15 20 4
12 30 −6

∣∣∣∣∣∣.
16. Âû÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ A21, A22, åñëè

∆ =

∣∣∣∣ −2 5
4 3

∣∣∣∣ .
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17. Âû÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ A12, A44, åñëè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 5 −4
2 −1 −2 1
6 4 0 −1
−2 3 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
18. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 2 0
2 3 −1 4
0 4 −2 3
5 2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ , á)
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 5 −2
3 2 4 −4
−2 3 −4 2
2 −1 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣, â)
∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 5 −2 1
2 5 −4 −3
3 4 2 −3
4 7 −8 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣.
19. Îïðåäåëèòü, èìååò ëè ìàòðèöà A îáðàòíóþ, è åñëè èìååò, òî
âû÷èñëèòü åå è ñäåëàòü ïðîâåðêó (A ·A−1 = A−1 ·A = E):

à) A =

(
−1 2
1 3

)
;

á) A=

 2 −1 0
5 3 −6
−1 −2 3

.
20. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö:

à) A =

(
7 4
5 6

)
,

á) A =

 5 −1 −1
0 4 −1
0 −1 4

,
â) A =

(
5 2
2 8

)
,

ã) A =

 1 1 3
1 5 1
3 1 1

.
1.2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a1x1 + a2x2 + . . . anxn = b,

ãäå ai (i = 1, n) � êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ, b � ñâîáîäíûé ÷ëåí
� ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè ÷èñëàìè. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì, åñëè åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ.

Ðåøåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íà-
áîð

(
x01, x

0
2, . . . x

0
n

)
èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ
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âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ íåèçâåñòíûõ îáðàùàåò äàííîå óðàâíåíèå
â òîæäåñòâî.

Óðàâíåíèå âèäà

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = b, b ̸= 0,

íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì. Îíî íå èìååò ðåøåíèé.
Óðàâíåíèå âèäà

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = 0

íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íàáîð èç
n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóï-
íîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n
íåèçâåñòíûìè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1jxj + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2jxj + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1x1 + ai2x2 + . . .+ aijxj + . . .+ ainxn = bi,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amjxj + . . .+ amnxn = bm.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà aij (i = 1,m, j = 1, n) íàçûâàþòñÿ êî-

ýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû. Ïåðâûé èíäåêñ ó êîýôôèöèåíòà aij ñî-
îòâåòñòâóåò íîìåðó óðàâíåíèÿ, âòîðîé � íîìåðó ïåðåìåííîé, ïðè
êîòîðîé ñòîèò äàííûé êîýôôèöèåíò. ×èñëà bi (i = 1,m) íàçûâàþò-
ñÿ ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè.

Êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíóþ òàá-
ëèöó

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

X =


x1
x2
. . .
xn

 � ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,
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B =


b1
b2
. . .
bm

 � ìàòðèöà-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Òàê êàê ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû Am×n ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàò-
ðèöû Xn×1, òî èõ ïðîèçâåäåíèå

AX =


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn


ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé-ñòîëáöîì. Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ñîâïàäàþò
ñ ëåâûìè ÷àñòÿìè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à òàê êàê ïðàâûå
÷àñòè ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B, òî ìîæíî çàïèñàòü ðà-
âåíñòâî

AX = B.

Ýòî ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñèñòåìû

A, ê êîòîðîé äîáàâëåí ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ:

A =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 .

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè îíà
ñîñòîèò èç îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ
íóëåâîé). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî-
÷åííûé íàáîð

(
x01, x

0
2, . . . x

0
n

)
èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå

ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ íåèçâåñòíûõ îáðàùàþò
êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â òîæäåñòâî.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õî-
òÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé, åñëè îíà íå èìååò ðåøåíèé.
Î÷åâèäíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, ïîñêîëüêó ó
íåå âñåãäà åñòü íóëåâîå ðåøåíèå.

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò áîëåå îä-
íîãî ðåøåíèÿ.
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Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè èëè ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè îíè èìåþò ëèáî îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé,
ëèáî îáå ñèñòåìû íåñîâìåñòíû, à ìàòðèöû ñèñòåì ýêâèâàëåíòíû.

Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B. Ïóñòü ÷èñëî
óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

· · ·
an1x1 + an2x2 + . . .++annxn = bn.

Òîãäà

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 , X =


x1
x2
. . .
xn

 , B =


b1
b2
. . .
bn

 .

Ìàòðèöà A êâàäðàòíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè îïðåäåëè-
òåëü ýòîé ìàòðèöû |A|, íàçûâàåìûé îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû. Åñëè
|A| ≠ 0, ò. å. ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îá-
ðàòíàÿ A−1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ íà ìàòðèöó
A−1 ñëåâà, ïîëó÷èì

A−1 ·A ·X = A−1 ·B.

Ïîñêîëüêó A−1 · A = E, à E · X = X, òî ðåøåíèå ñèñòåìû äàåò
ôîðìóëà

X = A−1 ·B.

Ïðèì å ð 33. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàò-
ðèöû: 

x1 − x2 + x3 = 3,
2x1 + x2 + x3 = 11,
x1 + x2 + 2x3 = 8.

Îáîçíà÷èì A =

 1 −1 1
2 1 1
1 1 2

 , X =

 x1

x2

x3

 , B =

 3
11
8

 .

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A:
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|A| =
1 −1 1
2 1 1
1 1 2

= 5 ̸= 0.

Ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, è ìåòîä ïðèìåíèì. Íàéäåì îáðàòíóþ ìàò-
ðèöó A−1. Âû÷èñëÿåì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 = (−1)1+1 · 1 1
1 2

= 1, A21 = (−1)2+1 · −1 1
1 2

= 3,

A12 = (−1)1+2 · 2 1
1 2

= −3, A22 = (−1)2+2 · 1 1
1 2

= 1,

A13 = (−1)1+3 · 2 1
1 1

= 1, A23 = (−1)2+3 · 1 −1
1 1

= −2,

A31 = (−1)3+1 · −1 1
1 1

= −2,

A32 = (−1)3+2 · 1 1
2 1

= 1,

A33 = (−1)3+3 · 1 −1
2 1

= 3.

Çàïèñûâàåì îáðàòíóþ ìàòðèöó

A−1 =
1

5
·

 1 3 −2
−3 1 1
1 −2 3

 .

Ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû:

X=A−1 ·B=
1

5
·

 1 3 −2
−3 1 1
1 −2 3

 ·

 3
11
8

 =
1

5

 20
10
5

 =

 4
2
1

.

Tàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäåò x1 = 4, x2 = 2, x3 = 1.

Îòâåò: x1 = 4, x2 = 2, x3 = 1.

Ôîðìóëû Êðàìåðà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè è íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû.
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Òåîðåìà 1 (Êðàìåðà). Ïóñòü ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
ñèñòåìû, à ∆j � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåìûé èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ çà-
ìåíîé j-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Òîãäà, åñëè ∆ ̸= 0,
òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè

xj =
∆j

∆
, j = 1, n.

Ôîðìóëû ïîëó÷èëè íàçâàíèå ôîðìóë Êðàìåðà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ñèñòåìà íåñîâìåñòíàÿ èëè íåîïðåäåëåííàÿ,

òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ∆ = 0. Ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà
èëè ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî íàéòè ðåøåíèå òîëüêî äëÿ
îïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

Ïð èì å ð 34. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðà-
ìåðà: 

2x1 + 3x2 − x3 = −7,
x1 + 2x2 + x3 = 0,

3x1 − 2x2 + 2x3 = 13.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A:

∆ =
2 3 −1
1 2 1
3 −2 2

= 23 ̸= 0,

ò. å. ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, ìåòîä ïðèìåíèì. Ïî òåîðåìå Êðàìåðà
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëè∆1,∆2,∆3,
ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿÿ â∆ ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû ñòîëáöîì
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ïîëó÷èì:

∆1 =
−7 3 −1
0 2 1
13 −2 2

= 23, x1 =
∆1

∆
=

23

23
= 1,

∆2 =
2 −7 −1
1 0 1
3 13 2

= −46, x2 =
∆2

∆
=

−46

23
= −2,

∆3 =
2 3 −7
1 2 0
3 −2 13

= 69, x3 =
∆3

∆
=

69

23
= 3.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû X =

 1
−2
3

.
Îòâåò: x1 = 1, x2 = −2, x3 = 3.
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Ìåòîä Ãàóññà

Ñàìûì îáùèì, ïðèìåíèìûì äëÿ ðåøåíèÿ ëþáûõ ñèñòåì m ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ãàóññà, êî-
òîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå
ñòóïåí÷àòîãî âèäà. Àëãîðèòì ìåòîäà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, íàçû-
âàåìûõ ïðÿìûì è îáðàòíûì õîäîì.

Ïðÿìîé õîä � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïî ïðèâåäåíèþ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Îáðàòíûé õîä � ýòî ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû,
êîãäà íåèçâåñòíûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïî-
ñëåäíåãî óðàâíåíèÿ è äî ïåðâîãî.

Ìåòîäîì Ãàóññà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Çà-
ïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðîâåäåì
÷åðòó, ðàçäåëÿþùóþ êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû:

A =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 .

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ïðèâåäåì ðàñ-
øèðåííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà áóäåò
ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, îïðåäåëÿåìîé ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàò-
ðèöåé.

Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, åñëè ïîñëåäíÿÿ ñòóïåíüêà ïîëó÷åííîé
ìàòðèöû íàõîäèòñÿ çà ÷åðòîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû:

a11 . . . . . . . . . . . . a1n b1
0 . . . 0 a2k2

. . . . . . . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . a(r−1)km
. . . a(r−1)n br−1

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 br

 .

Åñëè æå ïîñëåäíÿÿ ñòóïåíüêà íà÷èíàåòñÿ äî ÷åðòû ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöû, òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, êîãäà
r < n è r = n:

30




a11 . . . . . . . . . . . . a1n b1
0 . . . 0 a2k2

. . . . . . . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . arkr . . . arn br



èëè


a11 a12 a13 . . . a1n b1
0 a22 a23 . . . a2n b2
0 0 a33 . . . a3n b3

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 0 . . . ann bn

 .

Ïîñëå òîãî êàê ìàòðèöó ïðèâåëè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, â ñëó÷àå
ñîâìåñòíîé ñèñòåìû íà÷èíàåòñÿ îáðàòíûé õîä.

1. Ñëó÷àé r = n. Ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòóïåí÷àòîé ìàò-
ðèöå, ó êîòîðîé ñòóïåíüêè èäóò ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè, èìååò âèä

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1,
a22x2 + a23x3 + . . .+ a2nxn = b2,

a33x3 + . . .+ a3nxn = b3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

annxn = bn.

Ïîñêîëüêó ann ̸= 0, èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì

xn =
bn
ann

.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå â ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòå-
ìû, íàéäåì çíà÷åíèå íåèçâåñòíîãî xn−1. Çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ íàéäåí-
íûå çíà÷åíèÿ xn, xn−1 â âûøåñòîÿùåå óðàâíåíèå, íàõîäèì xn−2 è
ò.ä. Íàêîíåö èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì x1. Òàêèì îáðàçîì, ñè-
ñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè ÷èñëî ñòðîê ñòóïåí÷àòîé
ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ r = n.

2. Ñëó÷àé r < n. Â ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå õîòÿ áû îäíà èç ñòóïå-
íåê äî ÷åðòû èìååò áîëåå îäíîãî ñòîëáöà â øèðèíó.

Íåèçâåñòíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì â
êàæäîé ñòðîêå ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû, íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè íåèç-
âåñòíûìè. Îñòàëüíûå íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå x1, x2, . . .,
xr � áàçèñíûå, à xr+1, xr+2, . . ., xn � ñâîáîäíûå. Ïåðåíåñåì ñâî-
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áîäíûå íåèçâåñòíûå â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû:
a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1rxr = b1 − a1(r+1)xr+1 − . . .− a1nxn,

a22x2 + a23x3 + . . .+ a2rxr = b2 − a2(r+1)xr+1 − . . .− a2nxn,
a33x3 + . . .+ a3rxr = b3 − a3(r+1)xr+1 − . . .− a3nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
arrxr = bn − ar(r+1)xr+1 − . . .− arnxn.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì íåèçâåñòíîå xr ÷åðåç íåèç-
âåñòíûå xr+1, xr+2, . . ., xn:

xr =
1

arr

(
br −

n∑
k=r+1

arkxk

)
.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå xr â ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå, íàéäåì xr−1

è îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå (àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ). Â ðåçóëü-
òàòå áàçèñíûå íåèçâåñòíûå x1, x2, . . ., xr áóäóò âûðàæåíû ÷åðåç
ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå xr+1, xr+2, . . ., xn, êîòîðûå ìîãóò ïðèíè-
ìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, ò. å. ïîëó÷èì ñèñòåìó

x1 = f1(xr+1, . . . , xn),
x2 = f2(xr+1, . . . , xn),
. . . . . . . . . . .
xr = fr(xr+1, . . . , xn),
xr+1 = xr+1,
. . . . . . . . . . .
xn = xn,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ, èç îáùåãî ðåøåíèÿ ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà â ñëó÷àå r < n èìååò áåñêî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìî-
æåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé èëè
íå èìåòü íè îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ïð èì å ð 35. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà:
4x1 + 2x2 − x3 = 1,
5x1 + 3x2 − 2x3 = 2,
3x1 + 2x2 − 4x3 = −1.
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Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

A =

 4 2 −1 1
5 3 −2 2
3 2 −4 −1


è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó
âèäó.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ëåâûé âåðõíèé ýëåìåíò. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñ-
ëåíèé òàì äîëæíà áûòü åäèíèöà. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîì
ñòîëáöå åäèíèö íåò âîîáùå, ïîýòîìó ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê íè÷åãî íå ðå-
øèòü. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ åäèíèöó íóæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàð-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáû÷íî ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè. Îäèí èç íèõ òàêîé: ê 1-é ñòðîêå ïðèáàâëÿåì 2-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ
íà (−1), ïðè ýòîì 2-ÿ ñòðîêà ó íàñ íå èçìåíèëàñü: 4 2 −1 1

5 3 −2 2
3 2 −4 −1

�·(−1) ∼

 −1 −1 1 −1
5 3 −2 2
3 2 −4 −1

 .

Òåïåðü ñëåâà ââåðõó ¾ìèíóñ îäèí¿; óìíîæèì 1-þ ñòðîêó íà −1 (ñìå-
íèì ó íåå çíàê). Ïåðâàÿ ñòðîêà îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé äî êîíöà ðåøåíèÿ.
Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ñëåäóåò ïîëó÷èòü íóëè â ïåðâîì
ñòîëáöå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû. Óìíîæàåì 1-þ ñòðîêó íà −5 è
ïðèáàâëÿåì êî 2-é ñòðîêå, çàòåì óìíîæàåì 1-þ ñòðîêó íà −3 è ïðèáàâ-
ëÿåì ê 3-é ñòðîêå:−1 −1 1 −1

5 3 −2 2
3 2 −4 −1

(−1)
∼

 1 1 −1 1
5 3 −2 2
3 2 −4 −1

�
�

(−5)(−3)
∼

 1 1 −1 1
0 −2 3 −3
0 −1 −1 −4

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü åäèíèöó íà âòîðîé ¾ñòóïåíüêå¿, óìíîæàåì
3-þ ñòðîêó íà (−1) è ìåíÿåì ìåñòàìè 2-þ è 3-þ ñòðîêè: 1 1 −1 1

0 −2 3 −3
0 −1 −1 −4


(−1)

∼

 1 1 −1 1
0 −2 3 −3
0 1 1 4

�

�
∼

 1 1 −1 1
0 1 1 4
0 −2 3 −3

.

Çàòåì ê 3-é ñòðîêå ïðèáàâëÿåì 2-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà 2: 1 1 −1 1
0 1 1 4
0 −2 3 −3


�
(2) ∼

 1 1 −1 1
0 1 1 4
0 0 5 5

 .
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Ìîæíî åùå ðàçäåëèòü 3-þ ñòðîêó íà 5, íî íåîáÿçàòåëüíî. Ìû ïðèâåëè
ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ñòóïåíüêè èäóò ïî
ãëàâíîé äèàãîíàëè, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îáðàòíûì õîäîì ¾ñíèçó ââåðõ¿ âû÷èñëÿåì íåèçâåñòíûå. Çàïèøåì
ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷èâøåéñÿ ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå:

x1 + x2 − x3 = 1,
x2 + x3 = 4,

5x3 = 5.

Èç òðåòüåé ñòðîêè ïîëó÷àåì x3 = 1, ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðóþ ñòðîêó íàé-
äåííîå x3, íàõîäèì x2 = 3 è, íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâóþ ñòðîêó íàé-
äåííûå çíà÷åíèÿ x2 è x3, âû÷èñëÿåì x1 = −1.

Îòâåò: x1 = −1, x2 = 3, x3 = 1.

Ïðèì å ð 36. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
4x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = 8,
3x1 − 2x2 + x3 − 3x4 = 7,
5x1 − 3x2 + x3 − 8x4 = 1.

Â ýòîé ñèñòåìå êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ïåðå-
ìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàçó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ëèáî íåñîâìåñò-
íà, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Íà÷àëî ðåøåíèÿ òàêîå æå, êàê
â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå � çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ñ
ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âè-
äó:  4 −3 2 −1 8

3 −2 1 −3 7
5 −3 1 −8 1

�·(−1)∼

 1 −1 1 2 1
3 −2 1 −3 7
5 −3 1 −8 1

�
�

(−3)(−5)
∼

∼

 1 −1 1 2 1
0 1 −2 −9 4
0 2 −4 −18 −4


�
·(−2) ∼

 1 −1 1 2 1
0 1 −2 −9 4
0 0 0 0 −12

 .

Ïîñëåäíÿÿ ñòóïåíüêà íà÷èíàåòñÿ çà ÷åðòîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû,

ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (íå èìååò ðåøåíèÿ).

Ïðèì å ð 37. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 1,

8x1 + 12x2 − 9x3 + 8x4 = 3,
4x1 + 6x2 + 3x3 − 2x4 = 3,
2x1 + 3x2 + 9x3 − 7x4 = 3.

Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:

34




2 3 −1 1 1
8 12 −9 8 3
4 6 3 −2 3
2 3 9 −7 3

�
�
�

(−4)(−2)(−1)

∼


2 3 −1 1 1
0 0 −5 4 −1
0 0 5 −4 1
0 0 10 −8 2

�
�

(1)(2) ∼

∼


2 3 −1 1 1
0 0 −5 4 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


? ?

∼
(

2 3 −1 1 1
0 0 −5 4 −1

)
.

Ìû ïîëó÷èëè ñëó÷àé, êîãäà ñòóïåíüêè èìåþò áîëåå îäíîãî ñòîëáöà â
øèðèíó, ò. å. ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Áàçèñíûìè áóäóò
ÿâëÿòüñÿ íåèçâåñòíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì
ñòðîê, ýòî x1 è x3 (îòìå÷åíû ñòðåëî÷êàìè). Ñëåäîâàòåëüíî, íåèçâåñòíûå
x2 è x4 ñâîáîäíûå.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åííîé ñòóïåí-
÷àòîé ìàòðèöå: {

2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 1,
−5x3 + 4x4 = −1.

Ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü:{
2x1 − x3 = 1− 3x2 − x4,

−5x3 = −1− 4x4.

Îáðàòíûé õîä àëãîðèòìà Ãàóññà òðàäèöèîííî ðàáîòàåò ñíèçó ââåðõ.
Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàæàåì áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ x3:

x3 =
4

5
x4 +

1

5
.

Â ïåðâîå óðàâíåíèå ïîäñòàâëÿåì íàéäåííîå âûðàæåíèå x3 è âûðàæà-
åì áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ x1 ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå x2 è x4:

x1 = −3

2
x2 −

1

10
x4 +

3

5
.

Ïóñòü x2 = u, x4 = v, ãäå u è v � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû: x1 = −3

2
u − 1

10
v +

3

5
, x2 = u, x3 =

4

5
v +

1

5
,

x4 = v.
Ïðèäàâàÿ u è v ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, ìîæíî íàéòè áåñêîíå÷íî

ìíîãî ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, ïîäñòàâèâ u = v = 0 â îáùåå ðåøå-

íèå, ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå: x =
3

5
, x2 = 0, x3 =

1

5
, x4 = 0.

Ïîäñòàâèâ u = 4, v = 6 â îáùåå ðåøåíèå, ïîëó÷èì äðóãîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå: x1 = −6, x2 = 4, x3 = 5, x4 = 6.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, òàê êàê ñâîáîä-
íûå íåèçâåñòíûå ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ.

Îòâåò: x1 = −3

2
u− 1

10
v +

3

5
, x2 = u, x3 =

4

5
v +

1

5
, x4 = v.
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Óïðàæíåíèÿ

21. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû{
3x− 2y = 9,
x− y = 2.

22. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

à)

 x1 + x2 − x3 = 0,
−x1 + x2 + 2x3 = 7,
2x1 − x2 + 2x3 = 6.

á)

 3x1 + 2x2 + x3 = 5,
x1 + x2 − x3 = 0,
4x1 − x2 + 5x3 = 3.

23. Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà:

à)

 3x1 + 2x2 + x3 = 5,
5x1 − x2 + 5x3 = 3,
4x1 + x2 − 4x3 = −2.

á)


x1+2x2+3x3−2x4=6,
2x1−x2−2x3−3x4=8,
3x1+2x2−x3+2x4=4,
2x1−3x2+2x3+x4=−8.

â)


2x1+5x2+7x3−3x4=11,
3x1+7x2+5x3−4x4=5,
x1+2x2+3x3−2x4=4,

4x1+10x2+9x3−5x4=12.

ã)


2x1+2x2+8x3−3x4=2,
2x1+2x2+4x3−x4=2,
3x1+3x2+5x3−2x4=1,
x1+x2+3x3−2x4=1.

ä)


3x1 − x2 + 5x3 = 2,
x1 − 2x2 + 4x3 = 3,
2x1 + x2 + x3 = −1,
2x1 − 4x2 + 3x3 = 1.

å)


x1 − x2 + 2x3 = −1,
−x1 + 2x2 − 3x3 = 3,
2x1 − 3x2 + 5x3 = −4,
3x1 − 2x2 + 5x3 = 1,
2x1 − x2 + 3x3 = 2.

æ)


12x3 − 18x4 + 5x5 = −9,
−2x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 = −7,
−x1 + 2x2 + 3x3 + x5 = −4,
−4x1 + 8x2 + 12x3 − 6x4 + 13x5 = −1.
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2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè

2.1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïðîñòåéøèå çàäà÷è

àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Â îñíîâå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ëåæèò ìåòîä êîîðäèíàò, ïîç-
âîëÿþùèé óñòàíàâëèâàòü ïîëîæåíèå òî÷åê ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ
÷èñåë. Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë ïðèìåíåí ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòè-
êîì è ôèëîñîôîì Äåêàðòîì.

0

x

y

M

xM

yM

Ðèñ. 1

Ïðîñòåéøàÿ è íàèáîëåå óïîòðåáè-
òåëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñ-
êîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ÷èñëîâûå îñè ñ çà-
äàííûìè åäèíè÷íûìè îòðåçêàìè. Òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé íàçûâàåòñÿ íà÷à-

ëîì êîîðäèíàò (îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé
O), ñàìè îñè � êîîðäèíàòíûìè îñÿìè,
ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü íàçûâàåòñÿ îñüþ

àáñöèññ (îáîçíà÷àåòñÿ Ox), âåðòèêàëü-
íàÿ � îñüþ îðäèíàò (îáîçíà÷àåòñÿ Oy).

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó
òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðû ê ïðÿìûì Ox è Oy; îñíîâàíèÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðîâ îáîçíà÷èì xM è yM (ðèñ. 1). Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â
çàäàííîé ñèñòåìå íàçûâàþòñÿ ÷èñëà x = xM , y = yM .

Êàæäîé òî÷êå M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííàÿ ïà-
ðà ÷èñåë (x; y); êàæäîé ïàðå ÷èñåë ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïëîñêîñòè.
Ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à áëàãîäàðÿ ýòîìó ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê çàäà÷å àëãåáðàè÷åñêîé, ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ íàãëÿäíîñòü áëàãî-
äàðÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïîñòðîåíèÿì.

Â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè ñ çàäàííûìè åäèíè÷íûìè
îòðåçêàìè äëÿ èçìåðåíèÿ äëèí. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé O � íà÷àëî
êîîðäèíàò, à îñè Ox � îñü àáñöèññ, Oy � îñü îðäèíàò, îñü Oz � îñü
àïïëèêàò.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M â ïðîñòðàíñòâå è ïðîâåäåì ÷å-
ðåç ýòó òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðû ê êîîðäèíàòíûì îñÿì (ðèñ. 2). Îñ-
íîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ � êîîðäèíàòû òî÷êè M â ïðîñòðàíñòâå
xM , yM è zM . Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå êàæäîé òî÷êåM ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òðîéêà ÷èñåë (x; y; z).
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O y

z

x

M

xM

yM

zM

Ðèñ. 2

Ðàññìîòðèì äâå ïðîñòåéøèå çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Çàäà÷à 1. Íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.
Ïóñòü íà ïëîñêîñòè xOy äàíû äâå òî÷êè M(x1; y1) è N(x2; y2).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|MN | =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. (1)

Ïð èì å ð 38. Äàíû òî÷êè A(2; −4), B(−3; 8). Íàéòè ðàññòîÿíèå
|AB|.

|AB| =
√

(2− (−3))2 + (−4− 8)2 =
√
169 = 13.

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êè M(x1; y1; z1) è N(x2; y2; z2) çàäàíû â
ïðîñòðàíñòâå, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëå:

|MN | =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Çàäà÷à 2. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè.
Ïóñòü èçâåñòíû äâå òî÷êè ïëîñêîñòè A(xA; yA) è B(xB ; yB).

Òî÷êà M(xM ; yM ) ëåæèò íà îòðåçêå AB è äåëèò åãî â îòíîøåíèè
λ1 : λ2 (ðèñ. 3), ò. å.

|AM |
|MB|

=
λ1
λ2
.

Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè M âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

xM =
λ2xA + λ1xB
λ1 + λ2

, yM =
λ2yA + λ1yB
λ1 + λ2

. (2)
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Ðèñ. 3

Ïðèì å ð 39. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè M , äåëÿùåé îòðåçîê AB
â îòíîøåíèè 1 : 3, åñëè èçâåñòíû òî÷êè A(5; 3), B(−3; −1). Â äàííîé
çàäà÷å λ1 = 1, à λ2 = 3, òîãäà

xM =
3 · 5 + 1 · (−3)

1 + 3
= 3, yM =

3 · 3 + 1 · (−1)

1 + 3
= 2.

Òàêèì îáðàçîì, M(3; 2).
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñåðåäèíû îòðåçêà λ1 = λ2 (äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ1 = λ2 = 1):

xM =
xA + xB

2
, yM =

yA + yB
2

. (3)

Ïðèì å ð 40. Äàí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A(−2; 2), B(6; 4) è
C(4; −6). Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè P � öåíòðà òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà.

O x

y

C

A

B

D

P

Ðèñ. 4

Èçâåñòíî, ÷òî â òî÷êå P ïåðåñåêàþòñÿ ìåäèàíû (ðèñ. 4). Ïîýòîìó
ïðîâåäåì ìåäèàíó AD, ãäå òî÷êà D � ñåðåäèíà îòðåçêà BC. Íàéäåì åå
êîîðäèíàòû:

xD =
1 · 6 + 1 · 4

2
= 5, yD =

1 · 4 + 1 · (−6)

2
= −1,
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ò. å. D(5; −1).
Ðàññìîòðèì îòðåçîê AD. Òî÷êà P , ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû, äåëèò åãî

òàê, ÷òî
AP

PD
=

2

1
.

Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè Ð:

xP =
1 · (−2) + 2 · 5

2 + 1
=

8

3
, yP =

1 · 2 + 2 · (−1)

2 + 1
= 0.

Òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû (8/3; 0).

2.2. Îñíîâû âåêòîðíîé àëãåáðû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Âåêòîðîì a⃗ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê
−−→
AB ñ íà÷àëüíîé

òî÷êîé A è êîíå÷íîé òî÷êîé B. Äëèíîé (èëè ìîäóëåì) âåêòîðà a⃗
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå äëèíå îòðåçêà AB, èçîáðàæàþùåãî âåê-
òîð. Îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà âåêòîðà |⃗a|.

Åñëè íà÷àëî è êîíåö âåêòîðà ñîâïàäàþò, îí íàçûâàåòñÿ íóëåâûì
è îáîçíà÷àåòñÿ 0⃗. Äëèíà íóëåâîãî âåêòîðà ðàâíà íóëþ. Ñ íóëåâûì
âåêòîðîì íå ñâÿçûâàþò íèêàêîãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Íó-
ëåâîé âåêòîð ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ñîíàïðàâëåííûì ëþáîìó âåêòîðó.

Âåêòîð, èìåþùèé äëèíó ðàâíóþ åäèíèöå, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷-

íûì âåêòîðîì èëè îðòîì ëþáîãî âåêòîðà ñ íèì ñîíàïðàâëåííîãî.
Âåêòîðû, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-

ìûõ, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè. Âåêòîðû, ðàñïîëîæåííûå íà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

Âåêòîðû, êîòîðûå ïðè îòêëàäûâàíèè èõ îò îäíîé è òîé æå òî÷êè
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè.

Ñâîáîäíûì íàçûâàåòñÿ âåêòîð, êîòîðûé áåç èçìåíåíèÿ äëèíû è
íàïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí â ëþáóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå âåêòîðû, êàê ñâîáîäíûå.

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a⃗ íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ âåêòîð b⃗ = λa⃗,
èìåþùèé äëèíó |⃗b| = |λ| · |⃗a|, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
íàïðàâëåíèåì âåêòîðà a⃗, åñëè λ > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó a⃗,
åñëè λ < 0.

Ïðîåêöèåé âåêòîðà a⃗ íà îñü l íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå
ïðla⃗ è ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ äëèíû âåêòîðà a⃗ íà êîñèíóñ óãëà, îá-
ðàçîâàííîãî âåêòîðîì a⃗ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè l, ò. å.

ïðla⃗ = |⃗a| · cosφ (0 ⩽ φ ⩽ π),
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ãäå φ � óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè l è âåêòîðîì
a⃗ (ðèñ. 5).

l
a
®

j

Ðèñ. 5

Ãåîìåòðè÷åñêè ïðîåêöèÿ âåêòîðà a⃗ ðàâíà äëèíå îòðåçêà CD,
âçÿòîé ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè 0 ⩽ φ ⩽ π/2, è ñî çíàêîì ¾−¿, åñëè
π/2 ⩽ φ ⩽ π (ðèñ. 6). Ïðè φ = π/2 îòðåçîê CD ïðåâðàùàåòñÿ â
òî÷êó è ïðla⃗ = 0.

l

B

A

C D
l

B

A

C D

Ðèñ. 6

Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a⃗ íàçûâàþòñÿ åãî ïðîåêöèè íà îñè êîîð-
äèíàòOx,Oy,Oz. Åñëè íà÷àëîì ñâîáîäíîãî âåêòîðà ñ÷èòàòü íà÷àëî
ñèñòåìû êîîðäèíàò � òî÷êó O(0; 0) íà ïëîñêîñòè (èëè O(0; 0; 0) â
ïðîñòðàíñòâå), òî êîîðäèíàòû òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ êîíöîì âåêòîðà,
ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè âåêòîðà.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð a⃗ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå a⃗ = {xa; ya}
(èëè a⃗ = {x; y}) íà ïëîñêîñòè è a⃗ = {xa; ya; za} (èëè, ñîîòâåòñòâåí-
íî, a⃗ = {x; y; z}) â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå.

Åñëè îáîçíà÷èòü âåêòîðàìè i⃗, j⃗, k⃗ � åäèíè÷íûå âåêòîðû (îðòû)
íà îñÿõ Ox, Oy è Oz, òî âåêòîð a⃗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

a⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà a⃗ íàçûâàåòñÿ åãî ðàçëîæåíèåì ïî îð-

òàì îñåé êîîðäèíàò.

Ï ð èì å ð 41. Âåêòîð a⃗ = {4; −3; 2} ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a⃗ = 4⃗i− 3⃗j + 2k⃗.
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Åñëè ó âåêòîð a⃗ çàäàíû êîîðäèíàòû íà÷àëà � òî÷êèA(xA; yA; zA)
è êîîðäèíàòû êîíöà � òî÷êè B(xB ; yB ; zB), òî êîîðäèíàòû âåêòîðà
âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a⃗ =
−−→
AB = {xB − xA; yB − yA; zB − zA}.

Ïðèì å ð 42. Òî÷êà A(5; 3; −7), òî÷êà B(−1; 6; 12). Êîîðäèíàòû

âåêòîðà
−→
AB = {−1− 5; 6− 3; 12− (−7)} = {−6; 3; 19}.

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû âåêòîðà âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòíîñÿò-
ñÿ ñ ñàìèìè âåêòîðàìè, äåéñòâèÿ ñ âåêòîðàìè ìîæíî çàìåíèòü

äåéñòâèÿìè ñ èõ êîîðäèíàòàìè.
Åñëè a⃗ = {x1; y1; z1}, à b⃗ = {x2; y2; z2}, òî äåéñòâèÿ ñ âåêòîðàìè

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a⃗+ b⃗ = {x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2},
a⃗− b⃗ = {x1 − x2; y1 − y2; z1 − z2},

λa⃗ = {λx1; λy1; λz1}.

Ïðèì å ð 43. Äàíû âåêòîðû a⃗ = {2; −1; −2} è b⃗ = {8; −4; 0}. Íàé-
äåì âåêòîðû 2a⃗ è b⃗− a⃗.

2a⃗ = {2 · 2; 2 · (−1); 2 · (−2)} = {4; −2; −4};

b⃗− a⃗ = {8− 2; −4− (−1); 0− (−2)} = {6; −3; 2}.

Åñëè âåêòîðû a⃗ è b⃗ êîëëèíåàðíûå, òî a⃗ = k⃗b, ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ x1 = kx2, y1 = ky2, z1 = kz2. Îòñþäà ñëåäóåò
óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

x1
x2

=
y1
y2

=
z1
z2
. (4)

Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a⃗1, a⃗2, · · · , a⃗n íàçûâàåòñÿ ñóì-
ìà ïðîèçâåäåíèé ýòèõ âåêòîðîâ íà ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà λ1, λ2, · · · , λn âèäà

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + · · ·+ λna⃗n.

×èñëà λ1, λ2, · · · , λn íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè.
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Ïðèì å ð 44. Äëÿ âåêòîðîâ èç ïðèìåðà 43 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåêòîðîâ a⃗ è b⃗ ñ êîýôôèöèåíòàìè λ1 = 1 è λ2 = 3 ðàâíà

a⃗+ 3⃗b = {26; −13; −2}.

Äëèíà âåêòîðà ðàâíà êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ñóììû êâàäðàòîâ
åãî êîîðäèíàò

|⃗a| =
√
x2 + y2 + z2.

Ïðèì å ð 45. Äëÿ âåêòîðà a⃗ = {6; −3; 2} äëèíà ðàâíà

|⃗a| =
√

62 + (−3)2 + 22 = 7.

Âåêòîð e⃗a íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè åãî äëèíà ðàâíà
åäèíèöå. Äëÿ òîãî ÷òîáû íîðìèðîâàòü âåêòîð, íóæíî êàæäóþ êî-
îðäèíàòó âåêòîðà ïîäåëèòü íà åãî äëèíó. Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðà
a⃗ = {xa; ya; za}, òî íîðìèðîâàííûé âåêòîð çàïèøåòñÿ òàê:

e⃗a =
a⃗

|⃗a|
=

{
xa
|⃗a|

;
ya
|⃗a|

;
za
|⃗a|

}
.

.

Ï ð èì å ð 46. Äàí âåêòîð a⃗ = {1; −1; 1}.
Äëèíà |⃗a| =

√
12 + (−1)2 + 12 =

√
3, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìèðîâàííûé

âåêòîð èìååò âèä

e⃗a =

{
1√
3
; − 1√

3
;

1√
3

}
.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì a⃗ · b⃗ äâóõ âåêòîðîâ a⃗ è b⃗ íàçûâàåòñÿ
÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà
φ ìåæäó íèìè (ðèñ. 7):

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cosφ.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a⃗ íà a⃗ ðàâíî êâàäðàòó åãî
äëèíû:

a⃗ · a⃗ = |⃗a|2.
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a
®

b
®

jM

Ðèñ. 7

2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, åñëè õîòÿ áû îäèí èç
âåêòîðîâ íóëåâîé èëè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, è íàîáîðîò, åñëè
âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
íóëþ:

a⃗ · b⃗ = 0 ⇔ a⃗ ⊥ b⃗.

Äàííîå ñâîéñòâî äàåò óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ.

3. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ êîììóòàòèâíûé
(ïåðåìåñòèòåëüíûé) çàêîí:

a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗.

4. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ:

(λa⃗) · b⃗ = a⃗ · (λ⃗b) = λ(⃗a · b⃗).

5. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíûé
(ðàñïðåäåëèòåëüíûé) çàêîí:

a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíà-
òàìè, a⃗ = (xa; ya; za) è b⃗ = (xb; yb; zb) ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ:

a⃗ · b⃗ = xa · xb + ya · yb + za · zb.

Î÷åâèäíî,
i⃗ · i⃗ = j⃗ · j⃗ = k⃗ · k⃗ = 1.
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Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ìîæíî íàéòè
óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a⃗ è b⃗:

cosφ =
a⃗ · b⃗

|⃗a| · |⃗b|
, (5)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

cosφ =
xa · xb + ya · yb + za · zb√
x2a + y2a + z2a ·

√
x2b + y2b + z2b

.

Ïðèì å ð 47. Íàéäåì óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè a⃗ = {3; 4; 5} è
b⃗ = {4; 5; −3}.

cosφ
3 · 4 + 4 · 5 + 5 · (−3)√

32 + 42 + 52 ·
√

421 + 52 + (−3)2
=

17√
50 ·

√
50

=
17

50
.

Ñëåäîâàòåëüíî, φ = arccos
17

50
.

Ïðèì å ð 48. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ c⃗ = −2a⃗+ b⃗
è d⃗ = a⃗− b⃗, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëèíû âåêòîðîâ |⃗a| = 4

√
2, |⃗b| = 8, à óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè φ = π/4.

Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèÿ âåêòîðîâ c⃗ è d⃗ è ðàñêðûâàåì ñêîáêè:

c⃗ · d⃗ =
(
−2a⃗+ b⃗

)
·
(
a⃗− b⃗

)
= −2a⃗ · a⃗+ b⃗ · a⃗+ 2a⃗ · b⃗− b⃗ · b⃗,

èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðèâîäèì ïîäîáíûå:

−2(⃗a)2 + a⃗ · b⃗+ 2a⃗ · b⃗− (⃗b)2 = −2(⃗a)2 + 3a⃗ · b⃗− (⃗b)2,

çàìåòèì, ÷òî (⃗a)2 = |⃗a|2 è (⃗b)2 = |⃗b|2, à a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cosφ:

−2|⃗a|2 + 2|⃗a| · |⃗b| · cosφ− |⃗b|2 = −2(4
√
2)2 + 3 · 4

√
2 · 8 cos π

4
− 82 =

= −64 + 96
√
2 ·

√
2

2
− 64 = −32.

Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå c⃗ · d⃗ = −32.

Åñëè äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà îðòîãîíàëüíû, òî óãîë φ = π/2 è
cosφ = 0.

Ï ð èì å ð 49. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè m âåêòîðû a⃗ = m⃗i + 3⃗j + 4k⃗ è
b⃗ = 4⃗i+mj⃗ − 7k⃗ îðòîãîíàëüíû?
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, ò. å.

a⃗ · b⃗ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, 4m+ 3m− 28 = 0, îòêóäà íàõîäèì m = 4.

Îáîçíà÷èì óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò âåêòîð a⃗ = {xa; ya; za} ñ
îñÿìè êîîðäèíàò Ox, Oy, Oz ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç α, β è γ. Ýòè
æå óãëû âåêòîð a⃗ îáðàçóåò ñ âåêòîðàìè i⃗, j⃗ è k⃗ (ðèñ. 8). Íàéäåì
êîñèíóñû ýòèõ óãëîâ:

cosα =
a⃗ · i⃗√

x2a + y2a + z2a
=

xa√
x2a + y2a + z2a

,

cosβ =
a⃗ · j⃗√

x2a + y2a + z2a
=

ya√
x2a + y2a + z2a

,

cos γ =
a⃗ · k⃗√

x2a + y2a + z2a
=

za√
x2a + y2a + z2a

.

(6)

0
x

y

z

Β

Γ

Α

a
®

Ðèñ. 8

Âåëè÷èíû cosα, cosβ, cos γ íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñè-

íóñàìè âåêòîðà a⃗, êîòîðûå äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà ïðîïîðöèîíàëüíû åãî ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïðîåêöèÿì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîåêöèè ëþáîãî åäèíè÷-
íîãî âåêòîðà e⃗a íà îñè êîîðäèíàò ñîâïàäàþò ñ åãî íàïðàâëÿþùèìè
êîñèíóñàìè, è, ñëåäîâàòåëüíî,

e⃗a = i⃗ cosα+ j⃗ cosβ + k⃗ cos γ.
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Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ a⃗ è b⃗ íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð c⃗ = a⃗× b⃗, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ìîäóëü âåêòîðà c⃗ ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííî-

ãî íà âåêòîðàõ a⃗ è b⃗ , ò. å.

|⃗c| = S = |⃗a| · |⃗b| · sinφ;

2) âåêòîð c⃗ ïåðïåíäèêóëÿðåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ a⃗ è b⃗;

3) âåêòîðû a⃗, b⃗ è c⃗ îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ (ò. å. åñëè

ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà c⃗, òî êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò a⃗ ê b⃗
âèäåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 9).

b
®

a
®

c
®

= a
®

�b
®

-c
®

= b
®

�a
®

Ðèñ. 9

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìå-
íÿåò çíàê:

a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ:

(λa⃗)× b⃗ = a⃗× (λ⃗b) = λ(⃗a× b⃗).
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3. Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíûé
(ðàñïðåäåëèòåëüíûé) çàêîí:

a⃗× (⃗b+ c⃗) = a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗.

4. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû êîëëèíåàðíû:

a⃗× b⃗ = 0 ⇔ a⃗ ∥ b⃗.

Ýòî ñâîéñòâî äàåò åùå îäíî óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ,
íàðÿäó ñ óñëîâèåì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè êîîðäèíàò (4).

Ï ð èì å ð 50. Íàéòè ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ c⃗ è
d⃗, åñëè èçâåñòíî, ÷òî c⃗ = m⃗ + n⃗, d⃗ = m⃗ + 3n⃗, äëèíû âåêòîðîâ |m⃗| = 1,
|n⃗| = 2, è âåêòîðû m⃗ è n⃗ îðòîãîíàëüíû.

Ñíà÷àëà íàéäåì âåêòîð

c⃗× d⃗ = (m⃗+ n⃗)× (m⃗+ 3n⃗) = m⃗× m⃗+ 3m⃗× n⃗+ n⃗× m⃗+ n⃗× n⃗ =

= 0 + 3m⃗× n⃗− m⃗× n⃗+ 0 = 2m⃗× n⃗.

Ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ c⃗ è d⃗ ðàâåí

|⃗c× d⃗| = |2m⃗× n⃗| = 2 · |m⃗| · |n⃗| · sinφ = 2 · 1 · 2 · 1 = 4.

Ðàññìîòðèì âåêòîðû a⃗ = {xa; ya; za} è b⃗ = {xb; yb; zb}, çàäàí-
íûå ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a⃗ íà
âåêòîð b⃗ ðàâíî

a⃗× b⃗ = (xa⃗i+ yaj⃗ + zak⃗)× (xb⃗i+ ybj⃗ + zbk⃗) =

= xaxb · i⃗× i⃗+ xayb · i⃗× j⃗ + xazb · i⃗× k⃗ + yaxb · j⃗ × i⃗+ yayb · j⃗ × j⃗+

+yazb · j⃗ × k⃗ + zaxb · k⃗ × i⃗+ zayb · k⃗ × j⃗ + zazb · k⃗ × k⃗.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

i⃗× j⃗ = k⃗; j⃗ × k⃗ = i⃗; k⃗ × i⃗ = j⃗;

j⃗ × i⃗ = −k⃗; j⃗ × k⃗ = −⃗i; k⃗ × i⃗ = −j⃗;

i⃗× i⃗ = j⃗ × j⃗ = k⃗ × k⃗ = 0,
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âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîð-
ìóëå

a⃗× b⃗ = (yazb − ybza) · i⃗− (xazb − xbza) · j⃗ + (xayb − xbya) · k⃗.

Ýòó ôîðìóëó óäîáíî çàïèñàòü â âèäå îïðåäåëèòåëÿ:

a⃗× b⃗ =
i⃗ j⃗ k⃗
xa ya za
xb yb zb

.

Ïðèì å ð 51. Äàíû âåêòîðû a⃗ = 2⃗i+3⃗j+5k⃗ è b⃗ = i⃗+2⃗j+ k⃗. Íàéäåì
a⃗× b⃗. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé íàõîæäåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âåêòîðîâ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ïîëó÷àåì

a⃗× b⃗ =
i⃗ j⃗ k⃗
2 3 5
1 2 1

= −7⃗i+ 3⃗j + k⃗.

Ïðèì å ð 52. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî âåðøèíû
çàäàíû êîîðäèíàòàìè A(0; 2; 0), B(−2; 5; 0), C(−2; 2; 6).

Ñíà÷àëà íàéä¼ì âåêòîðû:
−→
AB = {−2 − 0; 5 − 2; 0 − 0} = {−2; 3; 0};

−→
AC = {−2− 0; 2− 2; 6− 0} = {−2; 0; 6}.

Çàòåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

N⃗ =
−→
AB ×

−→
AC =

i⃗ j⃗ k⃗
−2 3 0
−2 0 6

= 18⃗i+ 12⃗j + 6k⃗.

Âû÷èñëèì äëèíó âåêòîðà N⃗ :

|N⃗ | =
√

182 + 122 + 62 =
√
504 = 6

√
14.

C

A
B

Ðèñ. 10
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Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà (ðèñ. 10), ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
−→
AB

è
−→
AC, ñîâïàäàåò ñ äëèíîé âåêòîðà N⃗ , à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà

ïîëîâèíå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà:

S△ABC =
1

2
|N⃗ | = 1

2
· 6

√
14 = 3

√
14 (êâ. åä.).

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a⃗, b⃗ è c⃗ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî,
ðàâíîå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà a⃗× b⃗ íà âåêòîð c⃗:

a⃗⃗bc⃗ = (⃗a× b⃗) · c⃗.

Òåîðåìà 2. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a⃗, b⃗ è c⃗ ðàâíî
îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, âçÿòîìó
ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿, åñëè òðîéêà âåêòîðîâ ïðàâàÿ; è ñî çíàêîì ¾ìè-
íóñ¿, åñëè âåêòîðû îáðàçóþò ëåâóþ òðîéêó.

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ,
åñëè:

1) äâà ëþáûõ âåêòîðà êîëëèíåàðíû;

2) òðè âåêòîðà êîìïëàíàðíû, ò. å. ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ïîýòîìó óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè òðåõ âåêòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü
òàê:

a⃗⃗bc⃗ = 0.

Ïðè êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêå âåêòîðîâ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
íå ìåíÿåòñÿ, à ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ çíàê ìåíÿ-
åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé, ò. å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

a⃗⃗bc⃗ = b⃗c⃗a⃗ = c⃗a⃗⃗b = −b⃗a⃗c⃗ = −a⃗c⃗⃗b = −c⃗⃗ba⃗.

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíà-
òàìè, a⃗ = {xa; ya; za}, b⃗ = {xb; yb; zb} è c⃗ = {xc; yc; zc} ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

a⃗⃗bc⃗ =
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

.
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Ïðèì å ð 53. Äëÿ âåêòîðîâ a⃗ = 2⃗i− j⃗−k⃗, b⃗ = i⃗+3⃗j−k⃗ è c⃗ = i⃗+ j⃗+4k⃗
íàéòè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå. Îïðåäåëèòü ïðàâóþ èëè ëåâóþ òðîéêó
îáðàçóþò âåêòîðû.

a⃗⃗bc⃗ =
2 −1 −1
1 3 −1
1 1 4

= 33.

Òàê êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíîå, òî âåêòîðû îáðàçóþò

ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ.

Ïðèì å ð 54. Äàíû òðè âåêòîðà a⃗ = {1; −1; 2}, b⃗ = {0; 4; 3} è
c⃗ = {3; 2; −6} (ðèñ. 11). Âû÷èñëèòü:
à) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ;

á) îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗;

â) îáú¼ì òåòðàýäðà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗.

b
®

a
®

c
®

Ðèñ. 11

Ðåøåíèå:

à) ïî ôîðìóëå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

a⃗⃗bc⃗ =
1 −1 2
0 4 3
3 2 −6

= −63;

Ïîñêîëüêó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îòðèöàòåëüíî, âåêòîðû a⃗, b⃗ è c⃗
îáðàçóþò ëåâóþ òðîéêó âåêòîðîâ.

á) îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗, ðàâåí ìî-
äóëþ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äàííûõ âåêòîðîâ:

Vïàð = |⃗a⃗bc⃗| = | − 63| = 63 (êóá. åä.);
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â) âû÷èñëèì îáú¼ì òåòðàýäðà, ïîñòðîåííîãî íà äàííûõ âåêòîðàõ:

Vòåòð =
1

6
Vïàð-äà =

1

6
· 63 = 10,5 (êóá. åä.).

Óïðàæíåíèÿ

24. Äàí âåêòîð a⃗ = i⃗−3⃗j+5k⃗. Çàïèñàòü åãî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå.

25. Äàíû òî÷êè A(8; 2; 5) è B(0; 7; −1). Íàéòè:

à) êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−→
AB è ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðà

−−→
BA;

á) ìîäóëü âåêòîðà
−−→
AB.

26. Äàíû âåêòîðû a⃗ = {3;−2; 6}, b⃗ = {−2; 1; 0}. Íàéòè âåêòîðû:
à) a⃗+ b⃗;

á) a⃗− b⃗;

â) −2a⃗+ 3⃗b.

27. Äàíû âåêòîðû a⃗ = {2;−6;−8} è b⃗ = {−1; 3; 4}. Ïðîâåðèòü
êîëëèíåàðíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ. Óñòàíîâèòü, êàêîé èç íèõ äëèííåå
äðóãîãî è âî ñêîëüêî ðàç, êàê îíè íàïðàâëåíû � â îäíó èëè â ïðî-
òèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

28. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
(
3a⃗+ b⃗

)
·
(
a⃗+ 3⃗b

)
,

åñëè |⃗a| = 2,
∣∣∣⃗b∣∣∣ = 7, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 60◦.

29. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a⃗ è b⃗, çàäàííûõ êî-
îðäèíàòàìè a⃗ = {2; 4;−6} è b⃗ = {3;−7; 6}.

30. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a⃗={8;−7;−2} è b⃗={7;−11; 8}.

31. Ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ
à) a⃗ = {4;−2;−4} è b⃗ = {6;−3; 2};
á) c⃗ = 3⃗i+ 4⃗j + 7k⃗ è d⃗ = 2⃗i− 5⃗j + 2k⃗.

32. Íàéòè ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ c⃗ = −m⃗+2n⃗
è d⃗ = 3m⃗− n⃗, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëèíû âåêòîðîâ |m⃗| = 5, |n⃗| = 4, à
óãîë ìåæäó âåêòîðàìè m⃗ è n⃗ ðàâåí φ = π/6.
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33. Íàéòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a⃗ × b⃗, åñëè a⃗ = −2⃗i + j⃗ + k⃗ è
b⃗ = 4⃗i+ 4⃗j − 2k⃗.

34. Äàíû òî÷êè A(3; 2;−3), B(5; 1;−1) è C(1;−2; 1). Íàéòè:

à) ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
−−→
AB è

−→
AC;

á) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

35. Íàéòè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ a⃗ = {5; 4; 1},
b⃗ = {−3; 5; 2} è c⃗ = {2;−1; 3}.

36. Äàíû âåêòîðû a⃗ = {−1; 0;−3}, b⃗ = {4;−3; 2}, c⃗ = {0;−1; 0}.
Ïðîâåðèòü, êîìïëàíàðíû ëè âåêòîðû a⃗, b⃗ è c⃗. Â ñëó÷àå îòðèöà-
òåëüíîãî îòâåòà óêàçàòü, êàêóþ òðîéêó îíè îáðàçóþò � ëåâóþ èëè
ïðàâóþ.

37. Äàíû òî÷êè A(0;−2; 5), B(6; 6; 0), C(3;−3; 6), D(2;−1; 3).
à) Ïîêàçàòü, ÷òî îíè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
á) Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABD.
â) Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû ABCD.

2.3. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ëèíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî òî÷åê, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì ñâîéñòâîì. Íàïðèìåð, îêðóæ-

íîñòü � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàâíîì
ðàññòîÿíèè îò íåêîòîðîé òî÷êè, íàçûâàåìîé öåíòðîì îêðóæíîñòè.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà
êîîðäèíàò. Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü ëèíèþ è ðàññìîòðèì åå ïðîèç-
âîëüíóþ (¾òåêóùóþ¿) òî÷êó. Êîîðäèíàòû x è y ýòîé òî÷êè ñâÿçû-
âàåò óñëîâèå, õàðàêòåðèçóþùåå ëþáóþ òî÷êó äàííîé ëèíèè.

Çàâèñèìîñòü
Φ(x, y) = 0,

ñâÿçûâàþùàÿ êîîðäèíàòû x è y òåêóùåé òî÷êè ëèíèè, íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì äàííîé ëèíèè. Ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò êîîð-
äèíàòû ëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé íà ëèíèè, è íå óäîâëåòâîðÿþò êî-
îðäèíàòû íè îäíîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà íåé.

Âñÿêîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x
è y îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè ïðÿìóþ. Âåðíî è îáðàòíîå: âñÿêàÿ
ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y.
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå

Ax+By + C = 0 (7)

îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè, ãäå A, B è C � íåêîòîðûå ÷èñ-
ëà, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû A è B îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ.
Óðàâíåíèå (7) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

Âåêòîð n⃗ = {A; B}, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ âåê-
òîðîì íîðìàëè ïðÿìîé.

Åñëè â óðàâíåíèè (7) ÷èñëî B ̸= 0, òî îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé
ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y è ïðåäñòàâèòü â âèäå

y = kx+ b. (8)

0

x

y

Α

n
®

b

0

x

y

a

Α

b

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13

Óðàâíåíèå (8) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýô-

ôèöèåíòîì k = tgα. Óãîë α � ýòî óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïîëî-
æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox, èçìåðÿåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè è íàçûâàåìûé óãëîì íàêëîíà ïðÿìîé, ÷èñëî b îïðåäåëÿåò
âåëè÷èíó îòðåçêà, îòñåêàåìîãî ïðÿìîé íà îñè Oy (ðèñ. 12, 13).

Åñëè â óðàâíåíèè (7) êîýôôèöèåíò C ̸= 0, òî îáùåå óðàâíåíèå
ïðÿìîé ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

x

a
+
y

b
= 1. (9)

Ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ.
×èñëà a è b îïðåäåëÿþò âåëè÷èíû îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïðÿìîé íà
îñÿõ Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 13).

Ðàññìîòðèì äðóãèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
Åñëè èçâåñòíà òî÷êà M(x0; y0) ïðÿìîé è óãëîâîé êîýôôèöèåíò

k, òî óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä

y − y0 = k(x− x0). (10)
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Åñëè â óðàâíåíèè (10) k áóäåò ïàðàìåòðîì, òî ïîëó÷èì óðàâíå-

íèÿ ïó÷êà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M(x0; y0).
Ïóñòü âåêòîð q⃗ = {l; m} ïàðàëëåëåí ïðÿìîé. Òàêîé âåêòîð íà-

çûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ó ëþáîé
ïðÿìîé áåñêîíå÷íî ìíîãî íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ, ïðè÷åì âñå îíè
áóäóò êîëëèíåàðíû (ñîíàïðàâëåíû èëè íåò � íåâàæíî).

Âåêòîð íîðìàëè âñåãäà îðòîãîíàëåí íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó

ïðÿìîé.

Åñëè èçâåñòíà òî÷êà M(x0; y0), ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿìîé, è íà-
ïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé q⃗ = {l; m}, òî ìîæíî ïîëó÷èòü êàíî-
íè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

x− x0
l

=
y − y0
m

. (11)

Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7), òî íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð äàííîé ïðÿìîé èìååò êîîðäèíàòû q⃗ = {−B; A}.

Ï ð èì å ð 55. Äëÿ ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì 5x + 7y − 1 = 0,

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð áóäåò q⃗ = (−7; 5); à äëÿ ïðÿìîé 2y + 3 = 0 (èëè

0 · x+ 2y + 3 = 0) íàïðàâëÿþùèé âåêòîð q⃗ = {−2; 0}.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè, çàäàííûå ñâîè-
ìè êîîðäèíàòàìèM1(x1; y1) èM2(x2; y2), ìîæíî ñîñòàâèòü ïî ôîð-
ìóëå

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

. (12)

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé ïðÿìîé ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

k =
y2 − y1
x2 − x1

. (13)

Åñëè çàäàíà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿìîéM(x0; y0), è âåêòîð
íîðìàëè ïðÿìîé n⃗ = {A; B}, òî óðàâíåíèå ïðÿìîé ñîñòàâëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

A(x− x0) +B(y − y0) = 0. (14)

Ïðèì å ð 56. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöè-

åíòîì k =
3

2
, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà A(3; −2) ïðèíàäëåæèò äàííîé

ïðÿìîé. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (10):

y − (−2) =
3

2
(x− 3),
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y =
3

2
x− 13

2
.

Ìîæíî ïðèâåñòè ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê îáùåìó óðàâíåíèþ ïðÿìîé:

3x− 2y − 13 = 0.

Ïðèì å ð 57. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî òî÷êå M(1; 2) è íà-
ïðàâëÿþùåìó âåêòîðó q⃗ = {2; 1}.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñîñòàâèì ïî ôîðìóëå (11). Â äàííîì ñëó÷àå:

x− 1

2
=

y − 2

1
.

Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ïðîïîðöèè èçáàâëÿåìñÿ îò äðîáåé è ïðèâîäèì óðàâ-

íåíèå ê îáùåìó âèäó: x− 2y + 3 = 0.

Ïðèì å ð 58. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî òî÷êå A(−4; 2) è íà-
ïðàâëÿþùåìó âåêòîðó q⃗ = {4; 0}.

Ôîðìóëó (11) ïðèìåíèòü íåâîçìîæíî, òàê êàê çíàìåíàòåëü ïðàâîé

÷àñòè ðàâåí íóëþ. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðîïîðöèè, ïåðåïèøåì ôîðìóëó

(11) â âèäå m(x − x0) = l(y − y0), òîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó A è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð q⃗, ïðèìåò âèä y−2 = 0.

Ïðèì å ð 59. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå
òî÷êè K(8; 2) è L(3; 0,75).

Ïîäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷åê â ôîðìóëó (12):

x− 8

3− 8
=

y − 2

0,75− 2
.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå ïðÿìîé ïðèìåò âèä x− 4y = 0.

Ïðèì å ð 60. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî òî÷êå M(−1; −3) è
âåêòîðó íîðìàëè n⃗ = {3; −1}. Íàéòè íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñîñòàâèì ïî ôîðìóëå (14):

3(x− (−1)) + (−1)(y − (−3)) = 0.

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M ñ íîðìàëüþ n⃗,

èìååò âèä 3x− y = 0, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé q⃗ = {1; 3}.

Ïðèì å ð 61. Äàíà ïðÿìàÿ 5x − 7y + 11 = 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé â îòðåçêàõ è îïðåäåëèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ êîîðäè-
íàòíûìè îñÿìè.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ê âèäó (9), äëÿ ýòîãî ïåðåíåñåì 11 â ïðà-
âóþ ÷àñòü è, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà (−11), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
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ïðÿìîé â îòðåçêàõ:
x

− 11
5

+
y
11
7

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè èìåþò êîîð-

äèíàòû M1

(
−11

5
; 0

)
è M2

(
0;

11

7

)
.

Ïðèì å ð 62. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
A(−5; 0) è B(5; 8).

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè, çàïèøåòñÿ òàê:

x+ 5

5 + 5
=

y − 0

8− 0
,

óïðîùàÿ åãî, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

x+ 5

5
=

y − 0

4
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà
q⃗ = {5; 4}.

0
x

y

A

B

Α

n
®

q
®

4

-5

Ðèñ. 14

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïðîïîðöèè, èçáàâèìñÿ îò äðîáåé è çàïèøåì îá-
ùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

4x− 5y + 20 = 0,

èç êîòîðîãî ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà-íîðìàëè n⃗ = {4; −5}.
Âûðàçèâ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ y, çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ

óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì:

y =
4

5
x+ 4.

Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ðàâåí k = tgα = 4/5, à
îðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy ðàâíà 4.
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Â îáùåì óðàâíåíèè ïðÿìîé ïåðåíåñåì 20 â ïðàâóþ ÷àñòü è, ðàçäåëèâ
óðàâíåíèå íà (−20), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ:

x

−5
+

y

4
= 1,

çíà÷èò, ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îñè â òî÷êàõ (−5; 0) è (0; 4) (ðèñ. 14).

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè. Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè
è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ

Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè îíè èìåþò îä-
íó åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó. Ýòà îáùàÿ òî÷êà äâóõ ïðÿìûõ íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ (ðèñ. 15). Çà óãîë φ (0 ⩽ φ < π)
ìåæäó ïðÿìûìè ïðèíèìàþò îäèí èç äâóõ ñìåæíûõ óãëîâ, êîòîðûå
îáðàçóþò ýòè ïðÿìûå.

x

y

Α1 Α2

n1

®

n2

®

jj

L2

L1

Ðèñ. 15

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè.

1. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè

L1: A1x+B1y + C1 = 0,
L2: A2x+B2y + C2 = 0,

òî îäèí èç óãëîâ φ ìåæäó ïðÿìûìè L1 è L2 áóäåò ñîâïàäàòü ñ óãëîì
ìåæäó íîðìàëÿìè ýòèõ ïðÿìûõ. Òàêèì îáðàçîì, óãîë ìåæäó ïðÿ-
ìûìè ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðàìè n⃗1 = {A1; B1} è n⃗2 = {A2; B2},
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êîòîðûé ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå (5):

cosφ =
n⃗1 · n⃗2

|n⃗1| · |n⃗2|
=

A1A2 +B1B2√
A2

1 +B2
1 ·
√
A2

2 +B2
2

. (15)

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ýòèõ ïðÿìûõ èìååò âèä

A1A2 +B1B2 = 0,

à óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè

A1

A2
=
B1

B2
̸= C1

C2
.

Â ñëó÷àå, êîãäà
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
,

îáà óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ.

Ïðèì å ð 63. Ïðîâåðèòü ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ, çàäàííûõ óðàâ-
íåíèÿìè 2x− y + 5 = 0 è 2x− y − 11 = 0.

Ïðîâåðèì ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè
ïåðåìåííûõ x è y:

A1

A2
=

2

2
= 1,

B1

B2
=

−1

−1
= 1,

C1

C2
=

5

−11
⇒ A1

A2
=

B1

B2
̸= C1

C2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

Ïðèì å ð 64. Ðàññìîòðèì, êàê ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïëîñêîñòè ïðÿ-
ìûå 4x + 3y − 1 = 0 è 5x − 2y + 3 = 0. Ïðîâåðèì ïðîïîðöèîíàëüíîñòü
êîýôôèöèåíòîâ:

A1

A2
=

4

5
,

B1

B2
=

3

−2
, ⇒ A1

A2
̸= B1

B2
.

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû íåïðîïîðöèîíàëüíû, ïðÿìûå íå ÿâëÿþò-
ñÿ ïàðàëëåëüíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
M(x; y), êîîðäèíàòû êîòîðîé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì îáå-
èõ ïðÿìûõ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ ïðÿìûõ, íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé:{

4x+ 3y − 1 = 0,
5x− 2y + 3 = 0.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû: x = − 7

23
, y =

17

23
.
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Âûâîä: äàííûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M

(
− 7

23
;
17

23

)
.

Ïðèì å ð 65. Íàéòè óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè 2x − 3y = 0 è
x+ 3y − 7 = 0.

Ïî ôîðìóëå (15)

cosφ =
2 · 1 + (−3) · 3√

22 + (−3)2 ·
√
12 + 32

= − 7√
130

.

Óãîë φ = arccos

(
− 7√

130

)
≈ 128°.

Ïðèì å ð 66. Äàíà ïðÿìàÿ x − y + 3 = 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(1; −1).

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äàííîé ïðÿìîé q⃗ = {1; 1} ìîæåò ÿâëÿòüñÿ
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì äëÿ ëþáîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé, ñëå-
äîâàòåëüíî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (11):

x− 1

1
=

y − (−1)

1
.

Ïðÿìàÿ x − y − 2 = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M ïàðàëëåëüíî äàííîé

ïðÿìîé.

Ïðèì å ð 67. Äàíà ïðÿìàÿ 2x + y − 3 = 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîé è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(2; 3).

Ïîñêîëüêó èñêîìàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííîé, òî âåêòîð íîð-
ìàëè äàííîé ïðÿìîé n⃗ = {2; 1} ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì èñêî-
ìîé ïðÿìîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (11)

x− 2

2
=

y − 3

1
.

Èñêîìàÿ ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèå x− 2y + 4 = 0.

2. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
L1: y = k1x+ b1 è L2: y = k2x+ b2, ãäå k1 = tgα1, k2 = tgα2, a α1 è
α2 � óãëû íàêëîíà ïðÿìûõ (ðèñ. 15), òî óãîë φ = α2 − α1. Òàíãåíñ
óãëà ìåæäó ïðÿìûìè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

tgφ = tg(α2 − α1) =
tgα2 − tgα1

1 + tgα2 · tgα1
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

tgφ =
k2 − k1

1 + k1 · k2
. (16)
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Åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî α1 = α2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

k1 = k2,

ò. å. ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èìåþò ðàâíûå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû, φ =
π

2
, tgφ íå ñó-

ùåñòâóåò, ïîýòîìó óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

k2 = − 1

k1
.

Ïðèì å ð 68. Ïðÿìûå y = 3x + 5 è y = −x

3
+ 4 âçàèìíî ïåðïåíäè-

êóëÿðíû, òàê êàê k1 · k2 = 3

(
−1

3

)
= −1.

Ïðèì å ð 69. Ïðÿìûå y = −5x+2 è y = −5x−11 ïàðàëëåëüíû, òàê

êàê k1 = k2 = −5.

Ïðèì å ð 70. Íàéäåì óãîë ìåæäó ïðÿìûìè èç ïðèìåðà 65.
Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ ê âèäó óðàâíåíèé ñ óãëîâûì êîýôôè-

öèåíòîì:

x+ 3y − 7 = 0,⇒ y = −1

3
x+

7

3
.

2x− 3y = 0,⇒ y =
2

3
x,

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ: k1 = −1

3
, k2 =

2

3
. Èñ-

ïîëüçóåì ôîðìóëó (16):

tgφ =
2
3
−
(
− 1

3

)
1 + 2

3
·
(
− 1

3

) =
1
7
9

=
9

7
.

Óãîë φ = arctg

(
9

7

)
≈ 52°.

Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M(xM ; yM ) äî ïðÿìîé Ax+By+C = 0
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
|A · xM +B · yM + C|√

A2 +B2
. (17)

Ïðèì å ð 71. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(−1; 1) äî ïðÿìîé, çà-
äàííîé óðàâíåíèåì 3x+ 4y − 12 = 0.

61



Ïî ôîðìóëå (17)

d =
|3 · (−1) + 4 · 1− 12|√

32 + 42
=

11

5
.

Ïðèì å ð 72. Çàäà÷à ñ òðåóãîëüíèêîì íà ïëîñêîñòè. Äàíû âåðøèíû
òðåóãîëüíèêà A(−1; 3), B(−2; −1), C(2; 3). Òðåáóåòñÿ:

1) ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí AB, AC, BC è íàéòè èõ óãëîâûå êîýô-
ôèöèåíòû;

2) íàéòè äëèíó ñòîðîíû BC;

3) íàéòè óãîë BAC;

4) ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C ïàðàëëåëüíî
ïðÿìîé AB;

5) ñîñòàâèòü óðàâíåíèå âûñîòû AH è íàéòè åå äëèíó;

6) ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ìåäèàíû BM ;

7) íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîòû AH è ìåäèàíû BM .

Íà÷àòü öåëåñîîáðàçíî ñ âûïîëíåíèÿ ÷åðòåæà (ðèñ. 16).

x

y

AH-1; 3L

BH-2; -1L

CH2; 3L

G

M

H

0

Ðèñ. 16

1) Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ñòîðîí AB, AC, BC è íàéä¼ì èõ óãëîâûå
êîýôôèöèåíòû. Ïîñêîëüêó èçâåñòíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, òî óðàâíå-
íèÿ êàæäîé ñòîðîíû ñîñòàâèì ïî äâóì òî÷êàì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (12).
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ñòîðîíû AB ïî òî÷êàì A(−1; 3) è B(−2; −1):

x− (−1)

−2− (−1)
=

y − 3

−1− 3
,

ò. å. 4x−y+7 = 0 � îáùåå óðàâíåíèå ñòîðîíû AB; y = 4x+7 � óðàâíåíèå
ñòîðîíû AB ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì; kAB = 4 � óãëîâîé êîýôôèöèåíò.
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Àíàëîãè÷íî íàõîäèì óðàâíåíèÿ îñòàëüíûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà:
AC: y − 3 = 0, kAC = 0;
BC: x− y + 1 = 0, kBC = 1.
2) Íàéäåì äëèíó ñòîðîíû BC. Äëÿ òî÷åê B(−2; −1) è C(2; 3) èñ-

ïîëüçóåì ôîðìóëó (1):

|BC| =
√

(2− (−2))2 + (3− (−1))2 =
√
16 + 16 =

√
32 = 4

√
2 (åä.).

3) Íàéäåì óãîë ∠BAC. Ýòî óãîë ïðè âåðøèíå A. Åñòü íåñêîëüêî
ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ:

à) êàê óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè ïðÿìûõ AB è AC, ò. å. êàê óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè n⃗AB = {4; −1} è n⃗AC = {0; 1}, ïî ôîðìóëå (5):

cos∠BAC =
4 · 0 + (−1) · 1√

42 + (−1)2 ·
√
02 + 12

=
−1√
17

.

á) êàê óãîë ìåæäó íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè q⃗AB è q⃗AC ïðÿìûõ AB è
AC àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ;

â) êàê óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
−→
AB è

−→
AC òàêæå ïî ôîðìóëå (5);

ã) êàê óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AB è AC ñ èñïîëüçîâàíèåì óãëîâûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ kAB è kAC ïî ôîðìóëå (16):

tg∠BAC =
0− 4

1 + 4 · 0 = −4.

Óãîë φ = arccos
−1√
17

= arctg (−4). Íà ÷åðòåæå âèäíî, ÷òî ýòîò óãîë

òóïîé.
4) Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C ïàðàë-

ëåëüíî ïðÿìîé AB. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé AB èìååò âèä 4x−y+7 = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð q⃗AB = {1; 4}. Ñîñòàâëÿåì óðàâíå-
íèå ïðÿìîé ïî òî÷êå C(2; 3) è íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó q⃗AB = {1; 4},
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (11):

x− 2

1
=

y − 3

4
.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé AB,
èìååò âèä 4x− y − 5 = 0.

5) Ñîñòàâèì óðàâíåíèå âûñîòû AH è íàéäåì åå äëèíó. Óðàâíåíèå
âûñîòû íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèÿ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ ïðÿìûõ:

kAH = − 1

kBC
.

63



Â äàííîì ñëó÷àå kBC = 1, òîãäà: kAH = −1. Óðàâíåíèå âûñîòû ñîñòàâèì
ïî òî÷êå A(−1; 3) è óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó kAH = −1 ïî ôîðìóëå (10):

y − 3 = −1 · (x− (−1)).

Óðàâíåíèå âûñîòû AH: x+ y − 2 = 0.
Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è äðóãèì ñïîñîáîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

íîðìàëü ñòîðîíû BC ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì âûñîòû AH,
ò. å. n⃗BC = q⃗AH = {1; −1}, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó êàíîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (11).

Äëèíà âûñîòû AH ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êîé A(−1; 3) è ïðÿ-
ìîé BC, èìåþùåé óðàâíåíèå x− y + 1 = 0. Ïî ôîðìóëå (17) èìååì:

|AH| = |1 · (−1)− 1 · 3 + 1|√
12 + (−1)2

=
| − 3|√

2
=

3
√
2

2
(åä.).

6) Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ìåäèàíû BM .
Ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó

òðåóãîëüíèêà ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû.
Íàéä¼ì òî÷êó M � ñåðåäèíó ñòîðîíû AC. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû êî-

îðäèíàò òî÷êè äåëåíèÿ îòðåçêà â çàäàííîì ñîîòíîøåíèè (3). Èçâåñòíû
êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà: A(−1; 3), C(2; 3), òîãäà êîîðäèíàòû ñåðåäè-
íû M(0,5; 3).

Óðàâíåíèå ìåäèàíû BM ñîñòàâèì êàê óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî äâóì
òî÷êàì B(−2; −1) è M(0,5; 3) (12):

x− (−2)

0,5− (−2)
=

y − (−1)

3− (−1)
.

Óðàâíåíèå ìåäèàíû BM : 8x− 5y + 11 = 0.
7) Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîòû AH è ìåäèàíû BM :{

x+ y − 2 = 0,
8x− 5y + 11 = 0.

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû � êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîòû è

ìåäèàíû � G

(
− 1

13
;
27

13

)
.

Óïðàæíåíèÿ

38. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé A(1; 5) è òî÷êîé B(−2; −1).

39. Íàéòè ïëîùàäü êâàäðàòà, åñëè äâå ñìåæíûå âåðøèíû èìåþò
êîîðäèíàòû A(3; −5) è B(−4; 2).
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40. Äàíû òî÷êè A(−2; 5) è B(4, 17). Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè C,
äåëÿùåé îòðåçîê AB ïîïîëàì.

41. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç òî÷åê A(2; 3), B(3; 3), C(4; 4) ëåæàò íà
ïðÿìîé x− 2y + 4 = 0.

42. Äàíî óðàâíåíèå ïðÿìîé
x− 2

4
+
y + 5

2
= 0. Òðåáóåòñÿ:

à) íàïèñàòü îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé, íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà
íîðìàëè ïðÿìîé n⃗ è êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà q⃗;

á) íàïèñàòü óðàâíåíèå ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, íàéòè óãëî-
âîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé k è îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé
ïðÿìîé ñ îñüþ Oy;

â) íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ è îïðåäåëèòü êîîðäè-
íàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

43. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(3; 1)
è B(5; 4). Âû÷èñëèòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé ïðÿìîé.

44. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè 5x− y + 7 = 0 è 2x− 3y + 1 = 0.

45. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿìûå 3x − 2y + 1 = 0 è 2x + 5y − 12 = 0
ïåðåñåêàþòñÿ è íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

46. Äàíà òî÷êà A(−2; 5) è ïðÿìàÿ 2x−y = 0. Íàïèñàòü óðàâíåíèå
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ò. A:

à) ïàðàëëåëüíóþ äàííîé ïðÿìîé;
á) ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äàííîé ïðÿìîé.

47. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷åêK(4; 3), L(2; 1) èN(1; 0) äî ïðÿìîé
3x+ 4y − 10 = 0.

48. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC çàäàíû êîîðäèíàòàìè A(−7; 7),
B(−1; −1), C(−22; −29). Òðåáóåòñÿ:

à) ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí AB, AC, BC è íàéòè èõ óãëîâûå
êîýôôèöèåíòû;

á) íàéòè äëèíó ñòîðîíû BC;
â) íàéòè óãîë BAC;
ã) ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C ïà-

ðàëëåëüíî ïðÿìîé AB;
ä) ñîñòàâèòü óðàâíåíèå âûñîòû AH è íàéòè å¼ äëèíó;
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å) ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ìåäèàíû BM ;
æ) íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AH è BM .

2.4. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà � ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, êîòîðûå
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âòîðîé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò x è y:

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0, (18)

ãäå A, B , C, D, E, F � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí
èç êîýôôèöèåíòîâ A, B, C îòëè÷åí îò íóëÿ.

Åñëè ëèíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå è òîëüêî îíè,
òî ìíîæåñòâî êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà çàìåòíî ðàçíîîáðàçíåé. Ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Îêðóæíîñòü

Îêðóæíîñòü � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, íàõîäÿùèõñÿ
íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò íåêîòîðîé òî÷êè, íàçûâàåìîé öåíòðîì
îêðóæíîñòè. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì, ðàâíûì R (ðèñ. 17), èìååò âèä

x2 + y2 = R2. (19)

Åñëè öåíòð îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êå O1(x0; y0), òî óðàâ-
íåíèå îêðóæíîñòè (ðèñ. 18) ïðèìåò âèä

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2.

0
x

y

R

0

x

y

O1

x0

y0

Ðèñ. 17 Ðèñ. 18

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè.
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Ýëëèïñ

Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ
ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ ôî-
êóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ïðè÷åì ýòà âåëè÷èíà áîëüøå,
÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè (ðèñ. 19). Â ïðÿìîóãîëüíîé äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà
èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (20)

ãäå a ⩾ b > 0.

0-a a

-b

b

F1 F2

M

Ðèñ. 19

Ñèñòåìà êîîðäèíàò xOy, â êîòîðîé óðàâíåíèå ýëëèïñà èìååò âèä
(20), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé (äëÿ äàííîãî ýëëèïñà).

Ýëëèïñ èìååò ôîðìó âûïóêëîãî îâàëà ñ äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûìè îñÿìè ñèììåòðèè. Îñè ñèììåòðèè ýëëèïñà íàçûâàþò-
ñÿ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñà, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé � öåíòðîì
ýëëèïñà. Òî÷êè, â êîòîðûõ ýëëèïñ ïåðåñåêàåò ãëàâíûå îñè, íàçû-
âàþòñÿ åãî âåðøèíàìè. Â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ãëàâíûìè îñÿìè
ýëëèïñà ÿâëÿþòñÿ îñè Ox è Oy, à öåíòðîì � íà÷àëî êîîðäèíàò O.
Âåðøèíàìè ýëëèïñà â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ñ êî-
îðäèíàòàìè (−a; 0), (a; 0), (−b; 0), (b; 0).

Çàìå÷àíèå. Îñÿìè ýëëèïñà òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü äëèíû
îòðåçêîâ, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèåì ýëëèïñà ñ ãëàâíûìè îñÿìè,
ðàâíûå 2a è 2b. Òàê êàê 2a > 2b, îòðåçîê 2a íàçûâàåòñÿ áîëüøîé

îñüþ ýëëèïñà, à îòðåçîê 2b � ìàëîé îñüþ. Ñîîòâåòñòâåííî, îòðåçêè
a è b íàçûâàþòñÿ áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñÿìè.
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Ãðàôèê ýëëèïñà (20) âïèñàí â ïðÿìîóãîëüíèê

−a ⩽ x ⩽ a, −b ⩽ y ⩽ b.

Ôîêóñû ýëëèïñà íàõîäÿòñÿ íà áîëüøîé îñè è èìåþò êîîðäèíàòû
F1(−c; 0) è F2(c; 0), ãäå

c =
√
a2 − b2.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 2c è íàçûâàåòñÿ ôîêóñíûì ðàñ-

ñòîÿíèåì.
Çàìå÷àíèå. Ïðè ñîâïàäåíèè òî÷åê F1 è F2 ýëëèïñ ïðåâðàùà-

åòñÿ â îêðóæíîñòü, ïðè ýòîì a = b = R.
Ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó ôîêóñàìè ýòîãî ýëëèïñà ê äëèíå åãî áîëüøîé îñè:

ε =
c

a
, 0 ⩽ ε < 1.

Ýêñöåíòðèñèòåò õàðàêòåðèçóåò ôîðìó ýëëèïñà: ÷åì áîëüøå ýêñ-
öåíòðèñèòåò, òåì áîëåå ýëëèïñ âûòÿíóò. Â ñëó÷àå îêðóæíîñòè a = b
è ε = 0.

Óðàâíåíèå
x2

a2
+
y2

b2
= 1,

ãäå b > a òîæå îïðåäåëÿåò ýëëèïñ, ðàñïîëîæåííûé òàê, ÷òî åãî
ôîêóñû áóäóò íà îñè Oy. Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê b � áîëüøàÿ ïî-
ëóîñü, îòðåçîê a � ìàëàÿ ïîëóîñü, êîîðäèíàòû ôîêóñîâ F1(0; c) è

F2(0; −c), ãäå c =
√
b2 − a2. Ýêñöåíòðèñèòåò â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

ε = c/b.
Åñëè öåíòð ýëëèïñà íàõîäèòñÿ â òî÷êå O1(x0; y0), òî îáùåå óðàâ-

íåíèå ýëëèïñà èìååò âèä

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1.

Ãèïåðáîëà

Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê,
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íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ïðè÷åì ýòà âå-
ëè÷èíà ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè (ðèñ. 20). Â ïðÿìî-
óãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáî-
ëû èìååò âèä

x2

a2
− y2

b2
= 1, (21)

ãäå a > 0, b > 0.

0

x

y

-a a

-b

b

F1 F2

M

Ðèñ. 20

Ñèñòåìà êîîðäèíàò xOy, â êîòîðîé óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò
âèä (21), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé (äëÿ äàííîé ãèïåðáî-
ëû).

Ãèïåðáîëà èìååò äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè ñèììåò-
ðèè. Îíè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè ãèïåðáîëû, à òî÷êà èõ ïåðå-
ñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ãèïåðáîëû. Îäíà èç äâóõ îñåé ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ ãèïåðáîëîé â äâóõ òî÷êàõ, íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè ãèïåð-
áîëû. Îíà íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ ãèïåðáîëû. Äðóãàÿ îñü
íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ãèïåðáîëîé è íàçûâàåòñÿ åå ìíèìîé îñüþ.

Â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ãëàâíûå îñè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîð-
äèíàò, ïðè÷åì îñü Ox � äåéñòâèòåëüíàÿ, à îñü Oy � ìíèìàÿ; öåíòð
ãèïåðáîëû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

Ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2a è 2b, ðàñïîëîæåííûé ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé ãèïåðáîëû è êàñàþùèéñÿ åå â
âåðøèíàõ, íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ãèïåðáîëû.
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Çàìå÷àíèå. Îñÿìè ãèïåðáîëû òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü îòðåç-
êè äëèíîé 2a (äåéñòâèòåëüíàÿ îñü) è 2b (ìíèìàÿ îñü), ñîåäèíÿþùèå
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îñíîâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñî-
îòâåòñòâåííî, a � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü, b � ìíèìàÿ ïîëóîñü.

Ãðàôèê ãèïåðáîëû (21) ëåæèò â âåðòèêàëüíûõ óãëàõ, îáðàçî-

âàííûõ ïðÿìûìè y = ± b

a
x è ñîäåðæàùèõ òî÷êè îñè Ox.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ãèïåðáîëû ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé �
âåòâåé ãèïåðáîëû, ëåâîé è ïðàâîé.

Ïðÿìûå

y =
b

a
x è y = − b

a
x

íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû. Àñèìïòîòû ãèïåðáîëû ïðî-
õîäÿò ÷åðåç äèàãîíàëè ãëàâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ãèïåðáîëû.

Ôîêóñû ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíû íà äåéñòâèòåëüíîé îñè è èìå-
þò êîîðäèíàòû F1(−c; 0) è F2(c; 0), ãäå

c =
√
a2 + b2.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 2c è íàçûâàåòñÿ ôîêóñíûì ðàñ-

ñòîÿíèåì.
Ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó ôîêóñàìè ýòîé ãèïåðáîëû ê ðàññòîÿíèþ ìåæäó åå âåð-
øèíàìè:

ε =
c

a
, ε > 1.

Ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû õàðàêòåðèçóåò ôîðìó åå îñíîâíîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà, à çíà÷èò, è ôîðìó ñàìîé ãèïåðáîëû. ×åì ìåíüøå ýêñ-
öåíòðèñèòåò, òåì áîëåå âûòÿíóò åå îñíîâíîé ïðÿìîóãîëüíèê â íà-
ïðàâëåíèè äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Óðàâíåíèå âèäà

− x2

a2
+
y2

b2
= 1

(
èëè

x2

a2
− y2

b2
= −1

)
(22)

îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëó, âåòâè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ñâåðõó è ñíèçó
îò îñíîâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è äëÿ êîòîðîé ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè äåé-
ñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ îñè ñ ñîõðàíåíèåì òåõ æå àñèìïòîò (ðèñ. 21).
Òàêèì îáðàçîì, ôîêóñû áóäóò íà îñè Oy, îòðåçîê b � äåéñòâèòåëü-
íîé ïîëóîñüþ, îòðåçîê a � ìíèìîé ïîëóîñüþ, êîîðäèíàòû ôîêóñîâ

F1(0; c) è F2(0; −c), ãäå c =
√
a2 + b2. Ýêñöåíòðèñèòåò â ýòîì ñëó-

÷àå áóäåò ε = c/b.
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x

y

-a a

-b

b

F1

F2

Ðèñ. 21

0

x

y

-a a

-b

b

Ðèñ. 22

Óðàâíåíèå (22) òàêæå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãè-
ïåðáîëû.

Äâå ãèïåðáîëû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x2

a2
− y2

b2
= 1, −x

2

a2
+
y2

b2
= 1

â îäíîé è òîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïðè îäíèõ è òåõ æå a è b,
íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè äðóã ñ äðóãîì (ðèñ. 22).

71



Åñëè öåíòð ãèïåðáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå O1(x0; y0), òî îáùåå
óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1.

Ãèïåðáîëà ñ ðàâíûìè ïîëóîñÿìè (a = b) íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòî-
ðîííåé, è â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîé ïðÿìîóãîëüíèê ãèïåðáîëû ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò.

Ïàðàáîëà

Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäà-
ëåííûõ îò äàííîé òî÷êè, íàçûâàåìîé ôîêóñîì, è îò äàííîé ïðÿìîé,
íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé (ðèñ. 23). Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðà-
áîëû â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy èìååò
âèä

y2 = 2px, p > 0. (23)

0
x

y

F1

M

p

2

p

2

Ðèñ. 23

Ñèñòåìà êîîðäèíàò xOy, â êîòîðîé óðàâíåíèå ïàðàáîëû èìååò
âèä (23), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé (äëÿ äàííîé ïàðàáî-
ëû).

Ïàðàáîëà èìååò åäèíñòâåííóþ îñü ñèììåòðèè, êîòîðàÿ íàçûâà-
åòñÿ îñüþ ïàðàáîëû. Òî÷êà, â êîòîðîé ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò ñâîþ
îñü, íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû. Â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå îñü
ïàðàáîëû ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox, à âåðøèíà � ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.
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×èñëî p � ôîêàëüíûé ïàðàìåòð ïàðàáîëû, ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò
ôîêóñà äî äèðåêòðèñû. Ôîêóñ ïàðàáîëû ðàñïîëîæåí íà îñè ïàðàáî-

ëû è èìååò êîîðäèíàòû F
(p
2
; 0
)
. Ïðÿìàÿ, íàçûâàåìàÿ äèðåêòðè-

ñîé, ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïàðàáîëû è èìååò óðàâíå-

íèå x = −p
2
.

Âñå òî÷êè ïàðàáîëû ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ò. å. x ⩾ 0.
Åñëè âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå O1(x0; y0), òî îáùåå

óðàâíåíèå ïàðàáîëû èìååò âèä

(y − y0)
2 = 2p(x− x0).

Óðàâíåíèå
y2 = −2px, p > 0, (24)

îïðåäåëÿåò ïàðàáîëó, ðàñïîëîæåííóþ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, îñü
êîòîðîé ñîâìåùåíà ñ îñüþ Ox, à âåðøèíà � ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò

(ðèñ. 24). Òàêèì îáðàçîì, ôîêóñ èìååò êîîðäèíàòû F
(
−p
2
; 0
)
, à

óðàâíåíèå äèðåêòðèñû x =
p

2
.

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå

x2 = 2py, p > 0, (25)

îïðåäåëÿåò ïàðàáîëó ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ðàñïîëîæåí-
íóþ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy, ðàñïîëîæåííóþ â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 25). Åå ôîêóñ F (0;
p

2
) è äèðåêòðèñà y = −p

2
.

0
x

y

F1

0
x

y

F1

0 x

y

F1

Ðèñ. 24 Ðèñ. 25 Ðèñ. 26

À óðàâíåíèå
x2 = −2py, p > 0, (26)
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îïðåäåëÿåò ïàðàáîëó ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è îñüþ Oy,
ðàñïîëîæåííóþ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 26). Åå ôîêóñ íàõî-

äèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè F (0; −p
2
), à óðàâíåíèå äèðåêòðèñû

èìååò âèä y =
p

2
.

Óðàâíåíèÿ (24), (25) è (26), êàê è óðàâíåíèå (23), íàçûâàþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïàðàáîëû.

Èññëåäîâàíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
(áåç ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè (18), â êîòîðîì êîýôôè-
öèåíò B = 0:

Ax2 + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0. (27)

Îò êîýôôèöèåíòîâ A è C çàâèñèò êàêóþ êðèâóþ çàäàåò ýòî
óðàâíåíèå:

� A ·C > 0 è A = C � îêðóæíîñòü, ìíèìóþ îêðóæíîñòü, òî÷êó;

� A · C > 0; A ̸= C � ýëëèïñ, ìíèìûé ýëëèïñ, òî÷êó;

� A · C < 0 � ãèïåðáîëó, ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ;

� A · C = 0 � ïàðàáîëó, ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïàðó ìíè-
ìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïàðó ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A ̸= 0 è C ̸= 0. Ñãðóïïèðóåì ñëàãàå-
ìûå, ñîäåðæàùèå x è y:

(Ax2 +Dx) + (Cy2 + Ey) + F = 0.

Âûíåñåì çà ñêîáêè êîýôôèöèåíòû ïðè x2 è y2 (åñëè îíè íå ðàâ-
íû 1, ò. å. A ̸= 1, C ̸= 1):

A(x2 +
D

A
x) + C(y2 +

E

C
y) + F = 0.

Âûäåëèì â êàæäîé ñêîáêå ïîëíûé êâàäðàò, äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ
íåîáõîäèìóþ êîíñòàíòó:

A

(
x2 + 2 · x · D

2A
+

(
D

2A

)2

−
(
D

2A

)2
)
+
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+C

(
y2 + 2 · y · E

2C
+

(
E

2C

)2

−
(
E

2C

)2
)

+ F = 0.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó a2± 2ab+ b2 = (a± b)2, ñâåðíåì ïåðâûå òðè
ñëàãàåìûõ â êàæäîé ñêîáêå:

A

((
x+

D

2A

)2

−
(
D

2A

)2
)

+ C

((
y +

E

2C

)2

−
(
E

2C

)2
)

+ F = 0.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

A

(
x+

D

2A

)2

+ C

(
y +

E

2C

)2

= −F +
D2

4A
+
E2

4C
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

x0 = − D

2A
, y0 = − E

2C
, G = −F +

D2

4A
+
E2

4C
,

ïîëó÷èì
A (x− x0)

2
+ C (y − y0)

2
= G.

Ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû X = x− x0, Y = y − y0:

AX2 + CY 2 = G. (28)

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.
1. A = C. Pàçäåëèâ óðàâíåíèå (28) íà A, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

X2 + Y 2 =
G

A
.

Åñëè âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëîæèòåëüíîå (G/A > 0), îáîçíà-
÷èì åãî G/A = R2 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè

X2 + Y 2 = R2.

Åñëè âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè îòðèöàòåëüíîå, òî òàêîå óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ ìíèìîé îêðóæíîñòüþ, è íà äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè
íåò íè îäíîé òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðîé îáðàùàëè áû ýòî óðàâíå-
íèå â òîæäåñòâî. Åñëè G = 0, òî óðàâíåíèå îïèñûâàåò åäèíñòâåí-
íóþ òî÷êó ïëîñêîñòè (0; 0) â ñèñòåìå êîîðäèíàò XOY .

2. A ̸= C. Åñëè A · G > 0, òî äåëèì óðàâíåíèå (28) íà G, åñëè
A · G < 0, òî äåëèì óðàâíåíèå (28) íà −G. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
G/A = a2, G/C = b2.
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Åñëè A · C > 0, òî óðàâíåíèå (28) ïðèìåò âèä

X2

a2
+
Y 2

b2
= 1,

êîòîðîå îïèñûâàåò ýëëèïñ èëè

X2

a2
+
Y 2

b2
= −1,

êîòîðîå îïèñûâàåò ìíèìûé ýëëèïñ (íà ïëîñêîñòè íåò íè îäíîé òî÷-
êè, êîîðäèíàòû êîòîðîé îáðàùàëè áû ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî).

Åñëè A · C < 0, òî óðàâíåíèå (28) ïðèìåò âèä

X2

a2
− Y 2

b2
= 1,

êîòîðîå îïèñûâàåò ãèïåðáîëó èëè

X2

a2
− Y 2

b2
= −1,

êîòîðîå îïèñûâàåò ñîïðÿæåííóþ ãèïåðáîëó.
Åñëè G = 0, òî AX2 + CY 2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

Y 2 = −A
C
X2.

Îáîçíà÷èì k2 = −A/C, òîãäà óðàâíåíèå

Y 2 = k2X2

ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ:

Y = kX è Y = −kX,

êîòîðûå îïèñûâàþò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ A èëè C ðà-

âåí íóëþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî A = 0 (C ̸= 0), òîãäà
óðàâíåíèå (27) çàïèøåòñÿ â âèäå

Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ñîäåðæàùèå y è âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:

C

(
y2 + 2 · y · E

2C
+

(
E

2C

)2

−
(
E

2C

)2
)

+Dx+ F = 0.
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Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

C

(
y +

E

2C

)2

= −Dx− F +
E2

4C
.

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà C:(
y +

E

2C

)2

= −D
C
x− F

C
+

E2

4C2
. (29)

Ïóñòü D ̸= 0, âûíåñåì çà ñêîáêó êîýôôèöèåíò ïðè x:(
y +

E

2C

)2

= −D
C

(
x+

F

CD
− E2

4C2D

)
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

y0 = − E

2C
, x0 = − F

CD
+

E2

4C2D
,

ïîëó÷èì

(y − y0)
2 = −D

C
(x− x0).

Îáîçíà÷èì 2p = −D/C > 0 (−2p = −D/C < 0) è ââåäåì íî-
âûå êîîðäèíàòû X = x − x0, Y = y − y0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïàðàáîëó

Y 2 = ±2pX.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïàðàáîëû ïðè C = 0, A ̸= 0:

X2 = ±2pY.

Åñëè â óðàâíåíèè (29) êîýôôèöèåíòD = 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä (

y +
E

2C

)2

= −F
C

+
E2

4C2
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Y = y +
E

2C
, a = −F

C
+

E2

4C2
, ïîëó÷èì

Y 2 = a.
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Åñëè a > 0, òî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ:

Y =
√
a è Y = −

√
a,

êîòîðûå îïèñûâàþò ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ðàñïîëîæåííûõ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè OX.

Åñëè a = 0, òî Y 2 = 0. Ýòî ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ Y = 0,
ò. å. îñü OX.

Åñëè a < 0, òî óðàâíåíèå íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà-
÷åíèÿõ ïåðåìåííîé Y . Òàêîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ïàðà ìíèìûõ ïðÿìûõ.

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (27): Ax2 + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

1. Îïðåäåëÿåì òèï êðèâîé, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ A è C.

2. Ãðóïïèðóåì ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå x è y.

3. Âûíîñèì çà ñêîáêè êîýôôèöèåíòû ïðè x2 è y2 (åñëè îíè åñòü
è íå ðàâíû 1).

4. Âûäåëÿåì â êàæäîé ñêîáêå ïîëíûé êâàäðàò, äîáàâëÿÿ è âû-
÷èòàÿ íåîáõîäèìûå ÷èñëà, è èñïîëüçóåì ôîðìóëó

a2 ± 2ab+ b2 = (a± b)2.

5. Âûðàæåíèÿ ñ êâàäðàòàìè îñòàâëÿåì â ëåâîé ÷àñòè, îñòàëüíîå
ïåðåíîñèì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.

6. Ïðèâîäèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ñîîòâåòñòâèå ñ êàíîíè÷å-
ñêèì óðàâíåíèåì.

7. Ïåðåõîäèì ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

8. Äåëàåì ðèñóíîê.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèì å ð 73. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ïîñòðîèòü ãðàôèê
êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

169x2 + 25y2 + 1352x− 300y − 621 = 0.
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Ñðàâíèì ñ óðàâíåíèåì (27): A = 169, C = 25, A · C > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå åñòü ýëëèïñ èëè òî÷êà. Ïðèâå-

äåì åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû ñ x è y:(

169x2 + 1352x
)
+
(
25y2 − 300y

)
− 621 = 0.

Âûíåñåì çà ñêîáêè êîýôôèöèåíòû ïðè x2 è y2, âûäåëÿÿ îäíîâðåìåííî
â êàæäîé ñêîáêå ïîëíûå êâàäðàòû, äëÿ ÷åãî êîýôôèöèåíòû ïðè x è y
äåëèì íà 2, âîçâîäèì â êâàäðàò, äîáàâëÿåì è âû÷èòàåì:

169
((
x2 + 2 · x · 4 + 42

)
− 42

)
+ 25

((
y2 − 2 · x · 6 + 62

)
− 62

)
− 621 = 0;

169
(
(x+ 4)2 − 16

)
+ 25

(
(y − 6)2 − 36

)
− 621 = 0;

169 (x+ 4)2 − 169 · 16 + 25 (y − 6)2 − 25 · 36− 621 = 0;

169 (x+ 4)2 + 25 (y − 6)2 = 2704 + 900 + 621;

169 (x+ 4)2 + 25 (y − 6)2 = 4225.

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà 4225:

(x+ 4)2

4225
169

+
(y − 6)2

4225
25

= 1.

Ïåðåéäåì ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X = x + 4, Y = y − 6, íà÷àëî
êîòîðîé áóäåò â òî÷êå O1(−4; 6):

X2

25
+

Y 2

169
= 1.

Ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà (ðèñ. 27).
Îñíîâíûå ïàðàìåòðû ýëëèïñà â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

a = 5, b = 13, ò. ê. b > a, c =
√

132 − 52 = 12, ε =
12

13
;

F1(0; 12), F2(0; −12).

Ïðèì å ð 74. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ïîñòðîèòü ãðàôèê
êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì 2y2 + 4y + 3x− 7 = 0.

Ñðàâíèì c óðàâíåíèåì (27): A = 0, C = 2. Ïðåäïîëîæèòåëüíî íà-
øà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé. Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå y, è
âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:

(2y2 + 4y) + 3x− 7 = 0;

2(y2 + 2y) + 3x− 7 = 0;
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O1

0

X

Y

x

y

-5 5

-4

6

-13

13

F1

F2

O1

X

Y

x

y

0

3

-1 F

Ðèñ. 27 Ðèñ. 28

2
(
(y2 + 2 · y · 1 + 12)− 12

)
+ 3x− 7 = 0;

2
(
(y + 1)2 − 1

)
+ 3x− 7 = 0;

2(y + 1)2 − 2 + 3x− 7 = 0.

Âûðàæåíèå ñ êâàäðàòîì îñòàâèì â ëåâîé ÷àñòè, îñòàëüíîå ïåðåíåñåì â
ïðàâóþ:

2(y + 1)2 = −3x+ 9.

Âûíåñåì êîýôôèöèåíò ïðè x çà ñêîáêó:

2(y + 1)2 = −3(x− 3).

Ðàçäåëèì ðàâåíñòâî íà êîýôôèöèåíò â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà:

(y + 1)2 = −3

2
(x− 3).

Ïåðåéäåì ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X = x − 3, Y = y + 1, íà÷àëî
êîòîðîé áóäåò â òî÷êå O1(3; −1):

Y 2 = −3

2
X.
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Ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû (ðèñ. 28). Îñüþ ïàðàáîëû

ÿâëÿåòñÿ îñü Oy, âåòâè âëåâî, p = 3/4, â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ôîêóñ

F

(
−3

8
; 0

)
, óðàâíåíèå äèðåêòðèñû x =

3

8
.

Ïðèì å ð 75. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ïîñòðîèòü ãðàôèê
êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì 9x2 − 16y2 − 54x− 64y − 127 = 0.

Ñðàâíèì ñ óðàâíåíèåì (27): A = 9, C = −16, ò. å. A · C < 0, ïðåäïî-
ëîæèòåëüíî êðèâàÿ � ãèïåðáîëà.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå
ñ x è y:

(9x2 − 54) + (−16y2 − 64y)− 127 = 0.

Âûíåñåì çà ñêîáêè êîýôôèöèåíòû ïðè x2 è y2, à çàòåì âûäåëèì ïîëíûå
êâàäðàòû:

9
(
x2 − 6x

)
− 16

(
y2 + 4y

)
− 127 = 0;

9
(
x2 − 2 · x · 3 + 32 − 32

)
− 16

(
y2 + 2 · y · 2 + 22 − 22

)
− 127 = 0;

9
(
(x− 3)2 − 9

)
− 16

(
(y + 2)2 − 4

)
− 127 = 0;

9(x− 3)2 − 9 · 9− 16(y + 2)2 + 16 · 4− 127 = 0;

9(x+ 3)2 − 16(y + 2)2 = 127 + 81− 64;

9(x+ 3)2 − 16(y + 2)2 = 144.

Ðàçäåëèì ðàâåíñòâî íà 144:

(x+ 3)2

144
9

− (y + 2)2

144
16

= 1.

Ïåðåéäåì ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X = x − 3, Y = y + 2, íà÷àëî
êîòîðîé áóäåò â òî÷êå O1(3; −2):

X2

16
− Y 2

9
= 1.

Ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû (ðèñ. 29). Îñíîâíûå ïà-
ðàìåòðû ãèïåðáîëû â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

a = 4, b = 3, c =
√

42 + 32 = 5, ε =
5

4
;

F1(−5; 0), F2(5; 0), àñèìïòîòû y = ±3

4
x.
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Ðèñ. 29

Óïðàæíåíèÿ

49. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà è ñäåëàòü ðèñó-
íîê, åñëè:
à) åãî ïîëóîñè a = 5 è b = 2;
á) åãî ìàëàÿ îñü ðàâíà 24, à îäèí èç ôîêóñîâ èìååò êîîðäèíàòû
F (−5; 0);

â) åãî áîëüøàÿ îñü ðàâíà 20, à ýêñöåíòðèñèòåò ε =
3

5
.

50. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû è ñäåëàòü ðèñó-
íîê, åñëè:
à) ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 10 è ìíèìàÿ îñü 2b = 8;

á) ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 6, à ýêñöåíòðèñèòåò ε =
3

2
;

â) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ±4

3
x, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè

ðàâíî 20.

51. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû è ñäåëàòü ðèñó-
íîê, åñëè:
à) îñüþ ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ îñü Ox, ïàðàáîëà ðàñïîëîæåíà â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè è åå ïàðàìåòð p = 3;

á) óðàâíåíèå äèðåêòðèñû x =
1

4
;
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â) ôîêóñ ïàðàáîëû èìååò êîîðäèíàòû F

(
0;

1

8

)
;

ã) îñüþ ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ îñü Oy, òî÷êà M(2; −1) ïðèíàäëåæèò
ïàðàáîëå.

52. Äëÿ äàííûõ óðàâíåíèé êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëèòü
òèï êðèâîé, ïðèâåñòè óðàâíåíèå êðèâîé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ñäå-
ëàòü ðèñóíîê è íàéòè îñíîâíûå ïàðàìåòðû â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (äëÿ îêðóæíîñòè íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ;
äëÿ ýëëèïñà íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû ôîêóñîâ è ýêñöåíòðèñè-
òåò; äëÿ ãèïåðáîëû íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû ôîêóñîâ, óðàâíåíèÿ
àñèìïòîò è ýêñöåíòðèñèòåò äëÿ ïàðàáîëû íàéòè ïàðàìåòð ïàðàáî-
ëû, êîîðäèíàòû ôîêóñà è óðàâíåíèå äèðåêòðèñû):

à) x2 + y2 − 4x+ 6y − 3 = 0.

á) 4x2 + 25y2 − 80x+ 100y + 400 = 0.

â) 9x2 − y2 − 90x+ 6y + 225 = 0.

ã) y2 − 4x− 8y = 0.

ä) x2 − 4y2 + 8x− 24y − 24 = 0.

å) x2 + 6x− 2y + 5 = 0.

3. Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

3.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè

Ïóñòü X è Y íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë R. Åñëè êàæäîìó ÷èñëó x èç ìíîæåñòâà X ïî íåêîòîðîìó
ïðàâèëó ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîå (è åäèíñòâåííîå)
÷èñëî y èç ìíîæåñòâà Y, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ y = f(x). Áóêâîé x îáîçíà÷àåòñÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ,
èëè àðãóìåíò ôóíêöèè, y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, èëè çíà÷åíèå
ôóíêöèè, áóêâîé f îáîçíà÷àåòñÿ ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü àðãóìåíò x, íà-
çûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè X = D(y).

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò çàâèñèìàÿ ïåðåìåí-
íàÿ y, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè Y = E(y).
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Òàê æå, êàê è ñ ÷èñëàìè, ñ ôóíêöèÿìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü
àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ: óìíîæåíèå íà ÷èñëî k · f(x), ñëîæåíèå
f(x) + g(x), âû÷èòàíèå f(x) − g(x), óìíîæåíèå f(x) · g(x), äåëåíèå
f(x)/g(x), ìîæíî òàêæå íàõîäèòü ôóíêöèþ îò ôóíêöèè f(g(x)).

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé y = f(x). Åñëè ôóíê-
öèÿ çàäàíà ôîðìóëîé, íî ïðè ýòîì îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ íå óêà-
çàíà, òî çà îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ïðè êîòîðûõ ôîðìóëà èìååò ñìûñë.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèì å ð 76. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
x+ 2

x2 − 3
.

Ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáü. Çíàìåíàòåëü äðîáè íå äîëæåí
ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, êîòîðûå îá-
ðàùàþò çíàìåíàòåëü â íîëü, íå âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé
ôóíêöèè: x2 − 3 ̸= 0.

Îòâåò: D(y) = (−∞; −
√
3) ∪ (−

√
3;

√
3) ∪ (

√
3; +∞).

Ïðèì å ð 77. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
√
3− 2x.

Ôóíêöèè ñ êîðíåì ÷¼òíîé ñòåïåíè:
√

α(x), 4
√

α(x), 6
√

α(x), . . . îïðå-
äåëåíû òîëüêî ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x, êîãäà ïîäêîðåííîå âû-
ðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî: α(x) ⩾ 0. Â íàøåì ñëó÷àå: 3− 2x ⩾ 0.

Îòâåò: D(y) = (−∞; 3/2].

Ïðèì å ð 78. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
1

ln (x+ 3)
.

Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ëîãàðèôì logb (α(x)), òî â åe îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ äîëæíû âõîäèòü òîëüêî òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó α(x) > 0. Åñëè ëîãàðèôì íàõîäèò-

ñÿ â çíàìåíàòåëå, íàïðèìåð
1

logb (α(x))
, òî äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿ

óñëîâèå α(x) ̸= 1 (òàê êàê logb 1 = 0).
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Â íàøåì ñëó÷àå: {
x+ 3 > 0,
x+ 3 ̸= 1.

=⇒
{

x > −3,
x ̸= −2.

Îòâåò: D(x) = (−3; −2) ∪ (−2; +∞).

Ïðèì å ð 79. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = tg 2x íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.
Åñëè â íåêîòîðóþ ôóíêöèþ âõîäèò tgα(x), òî èç å¼ îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ èñêëþ÷àþòñÿ òî÷êè α(x) =
π

2
+πk, k ∈ Z, ãäå Z � ìíîæåñòâî öåëûõ

÷èñåë. À åñëè â íåêîòîðóþ ôóíêöèþ âõîäèò ctgα(x), òî èç å¼ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ òî÷êè α(x) = πk, k ∈ Z.

Â íàøåì ïðèìåðå ïðèñóòñòâóåò òàíãåíñ è α(x) = 2x, ñëåäîâàòåëüíî,

2x ̸= π

2
+ πk, k ∈ Z.

Äåëèì íà 2 îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà:

x ̸=

π

2
+ πk

2
, k ∈ Z.

Â ðåçóëüòàòå

x ̸= π

4
+

πk

2
, k ∈ Z.

Îòâåò: D(y) = R ∖
{
π

4
+

πk

2
, k ∈ Z

}
, ãäå R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ

÷èñåë. Äàííàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x ìîæåò ïðèíèìàòü ëþ-

áûå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (−∞; +∞), çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, óêàçàííûõ

â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ.

Ïðèì å ð 80. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

y = arcsin(3− 2x).

Äëÿ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ arcsin(α(x)) è arccos(α(x)), äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî −1 ⩽ α(x) ⩽ 1.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷èì äâîéíîå íåðàâåíñòâî:

−1 ⩽ 3− 2x ⩽ 1.

Âû÷òåì èç êàæäîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ÷èñëî 3, ïîëó÷èì

−4 ⩽ −2x ⩽ −2,

à çàòåì ðàçäåëèì êàæäóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íà (−2):

2 ⩾ x ⩾ 1,

85



1 ⩽ x ⩽ 2.

Îòâåò: D(y) = [1; 2].

Ïðèì å ð 81. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
√
x · ln(9− x2).

Â äàííîé ôóíêöèè ó íàñ ïðèñóòñòâóþò è êîðåíü, è ëîãàðèôì. Ïîä-
êîðåííîå âûðàæåíèå äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, à âûðàæåíèå ïîä
çíàêîì ëîãàðèôìà � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäè-
ìî ðåøèòü ñèñòåìó {

x ⩾ 0,

9− x2 > 0.

Ïîñêîëüêó îáà óñëîâèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî, ðåøåíè-
åì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëîâ.

Îòâåò: D(y) = [0; 3).

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ôóíêöèè:

1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = xα, ãäå α � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî.

2. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax, ãäå a > 0, a ̸= 1.

3. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = loga x, ãäå a > 0, a ̸= 1.

4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sin x, y = cos x,

y = tg x, y = ctg x.

5. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = arcsin x,

y = arccos x, y = arctg x, y = arcctg x.

Ïîäðîáíåå ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè è ãðàôèêàìè ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â ïðèëîæåíèè 2 (C. 252).

Ïóñòü u = g(x), x ∈ X, u ∈ U . Åñëè äëÿ êàæäîãî u ∈ U îïðå-
äåëåíà ôóíêöèÿ y = f(u), òî ôóíêöèÿ y = f (g(x)) íàçûâàåòñÿ
ñëîæíîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà x. Â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè y = f (g(x)) âõîäÿò òå è òîëüêî òå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êî-
òîðûõ çíà÷åíèÿ g(x) ñîäåðæàòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
f(u); x íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì àðãóìåíòîì, u � ïðîìåæóòî÷íûì.
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Ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé (ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äå-
ëåíèÿ), à òàêæå îïåðàöèé âçÿòèÿ ôóíêöèè îò ôóíêöèè (ò. å. ôîð-
ìèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé), ïðèìåíåííûõ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Ïð èì å ð 82. Ôóíêöèÿ

y = lg
(
x2 − 3x+ 2

)
+

sin(
√
x)

3x+2

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, ò. ê. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñëîæíîé ôóíê-

öèè è îòíîøåíèÿ äâóõ ñëîæíûõ ôóíêöèé.

Ê ýëåìåíòàðíûì îòíîñÿòñÿ:
àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè:

� öåëàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èëè ìíîãî÷ëåí:

y = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an;

� äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èëè îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ:

y =
a0x

m + a1x
m−1 + . . .+ am−1x+ am

b0xn + b1xn−1 + . . .+ bn−1x+ bn
;

� èððàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (êîãäà â äåéñòâèÿõ ñ àðãóìåíòîì
èìååòñÿ èçâëå÷åíèå êîðíÿ). Íàïðèìåð, y = 3

√
x+ 1;

òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè � ôóíêöèè íå ÿâëÿþùèåñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèìè. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé
ñëóæàò ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè,
à òàêæå ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè çà-
äàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè (ïîäðîáíåå ñì. C. 252):

y = shx =
ex − e−x

2
, y = thx =

shx

chx
=
ex − e−x

ex + e−x
,

y = chx =
ex + e−x

2
, y = cthx =

chx

shx
=
ex + e−x

ex − e−x
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3.2. Îñíîâû òåîðèè ïðåäåëîâ

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ÷èñëîâîé îñè íàçûâàåòñÿ ëþáîé èí-
òåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó x0.

Ïóñòü δ � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë (x0−δ, x0+δ),

ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè x0.
Èíòåðâàë, èç êîòîðîãî âûáðîøåíà òî÷êà x0, íàçûâàþò ïðîêîëî-

òîé δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0. Ëþáàÿ òî÷êà èç ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

0 < |x− x0| < δ.

Ðàññìîòðèì ñëîâåñíîå, íåñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêè, îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà ôóíêöèè:

¾×èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x), åñëè ïðè ñòðåì-
ëåíèè x ê òî÷êå x0 (è ñëåâà, è ñïðàâà) ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê A¿ (ñì. ðèñ. 30). Îáîçíà÷àåòñÿ:

lim
x→x0

f(x) = A.

0

x

y

y = f HxL

x x x- ∆ + ∆

+ ¶

- ¶

0 0 0

A

A

A

Ðèñ. 30

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà íåêî-
òîðîì ïðîìåæóòêå X, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, òî÷êè x0 (ò. å.
ôóíêöèÿ òàì ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà).

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî
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ìàëîãî), çàðàíåå âûáðàííîãî ÷èñëà ε > 0, ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0,
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x èç ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε.

Çàïèñü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêèõ îáî-
çíà÷åíèé âûãëÿäèò òàê:

A = lim
x→x0

f(x) ⇔ (∀ε > 0) (∃δ > 0|∀x : 0 < |x− x0| < δ) ⇒
⇒ |f(x)−A| < ε.

Ïîíÿòèå ïðåäåëà ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ìîæåò íå èìåòü
çíà÷åíèå â òî÷êå x0, íî èìåòü ïðåäåë â ýòîé òî÷êå.

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = A. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ̸= x0 èç èíòåðâàëà (x0−δ; x0+δ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ x èç ëåâîãî ïðîìåæóòêà (x0−δ; x0),
è äëÿ âñåõ x èç ïðàâîãî ïðîìåæóòêà (x0; x0 + δ). Ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→x0−0

f(x) = A, lim
x→x0+0

f(x) = A.

Ýòè âûðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è ïðàâûì

ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.
Ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë ïðè x → x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ôóíêöèè ñóùåñòâóþò è ðàâíû ìåæäó

ñîáîé.

Ïðåäåë ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè

×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåì-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

lim
x→∞

f(x) = A,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî N > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x| > N , âåðíî íåðàâåíñòâî

|f(x)−A| < ε.

Çàìåíèâ â ýòîì îïðåäåëåíèè óñëîâèå |x| > N íà x > N èëè x < −N ,
ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

A = lim
x→+∞

f(x) èëè A = lim
a→−∞

f(x).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè
x → ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòñÿ ðà-
âåíñòâà A = lim

x→+∞
f(x) è A = lim

a→−∞
f(x).

Áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

Åñëè äëÿ ëþáîãî (êàê óãîäíî áîëüøîãî) ÷èñëà M > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ̸= x0, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ |x−x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)| > M , òî ôóíê-
öèþ f(x) íàçûâàþò áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0,
è ïèøóò

lim
x→x0

f(x) = ∞,

ò. å. ôóíêöèÿ f(x) èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x→ x0.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x → x0, ðàâíûé íó-

ëþ, lim
x→x0

f(x) = 0, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â

òî÷êå x0.

1

1

0 x

y

f HxL x= -1

Ðèñ. 31

Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ áåñêîíå÷íî
ìàëîé ôóíêöèè ïðè x→ x0 ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ïîíÿòèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ôóíêöèè ïðè x → ∞, x → +∞ è
x → −∞. Ýòî ëîêàëüíîå ñâîéñòâî
ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x)=x−1
(ðèñ. 31). Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â åäèíñòâåííîé
òî÷êå x0 = 1, ò. ê. lim

x→1
(x−1) = 0. Ñëå-

äóåò îòìåòèòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè
ýòà æå ôóíêöèÿ áóäåò óæå áåñêîíå÷-
íî áîëüøîé: lim

x→+∞
(x − 1) = +∞,

lim
x→−∞

(x−1) = −∞. Èëè â áîëåå êîì-

ïàêòíîé çàïèñè: lim
x→±∞

(x−1) = ±∞. Âî âñåõ äðóãèõ òî÷êàõ ïðåäåë

ôóíêöèè áóäåò ðàâåí êîíå÷íîìó ÷èñëó, îòëè÷íîìó îò íóëÿ.
Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü ¾áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ¿

èëè ¾áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ¿, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî îíà áåñ-
êîíå÷íî ìàëàÿ èëè áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå
èëè íà áåñêîíå÷íîñòè (∞, +∞, −∞).

Òåîðåìà 3 (î ñâÿçè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé ñ áåñêîíå÷-
íî ìàëûìè ôóíêöèÿìè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
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áîëüøîé ïðè x → x0 (x → ∞), òî ôóíêöèÿ g(x) =
1

f(x)
ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → x0 (x → ∞). È, íàîáîðîò, åñëè g(x) �
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → x0 (x → ∞) è â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0) îòëè÷-

íà îò íóëÿ, òî ôóíêöèÿ f(x) =
1

g(x)
� áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè

x→ x0 (x→ ∞).
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè y = f(x), òî åå ïðåäåë
ïðè x→ x0, ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå f(x0).

Ï ð èì å ð 83. lim
x→−2

x2 = (−2)2 = 4.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè y = f(x) è ôóíêöèÿ îïðå-
äåëåíà â ýòîé òî÷êå, òî åå îäíîñòîðîííèé ïðåäåë ïðè x→ x0, òàêæå
ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå f(x0).

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) â òî÷êå x0 èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû.

1. Ïðåäåë ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû ðàâåí ýòîé ïîñòîÿííîé:

lim
x→x0

C = C (C = const) .

2. Ïðåäåë ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ ôóíêöèé ðàâåí ñóììå (ðàçíî-
ñòè) ïðåäåëîâ ñëàãàåìûõ:

lim
x→x0

[f(x)± g(x)] = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x).

3. Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðå-
äåëîâ ìíîæèòåëåé:

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x).

4. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ïðåäåëà:

lim
x→x0

(k · f(x)) = k · lim
x→x0

f(x).
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5. Ïðåäåë ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé ðàâåí ÷àñòíîìó ïðåäåëîâ ýòèõ
ôóíêöèé:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)

(
lim

x→x0

g(x) ̸= 0

)
.

6. Çíàê ïðåäåëà è çíàê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìîæíî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè (ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè):

lim
x→x0

f (g(x)) = f

(
lim

x→x0

g(x)

)
.

Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Â òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçàíî, ÷òî

lim
x→0

sin x

x
= 1.

Äàííûé ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêò íîñèò íàçâàíèå ïåðâîãî çàìå÷à-

òåëüíîãî ïðåäåëà. Ïðåäåë lim
x→0

x

sin x
= 1 òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü ïåð-

âûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì.
Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e,

÷èñëî e � èððàöèîíàëüíîå (e = 2,71828 . . .).

Åñëè
1

x
= y, òî y áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñäåëàåì çàìåíó:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→0

(1 + y)
1
y = e.

Ýòè ïðåäåëû íîñÿò íàçâàíèå âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.

Ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè. Ðàñêðûòèå
íåîïðåäåëåííîñòåé

Ïðèì å ð 84. Íàéòè ïðåäåë lim
x→1

2x2 − 3x− 5

x+ 1
.
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Ïî ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ, ïðåäåë ÷àñòíîãî ðàâåí ÷àñòíîìó
ïðåäåëîâ. Ðàññìîòðèì ÷èñëèòåëü 2x2 − 3x − 5. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîãî÷ëåí, à ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ, îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ (−∞; +∞). Çíà÷èò, òî÷êà x = 1 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ è ïðåäåë äàííîé ôóíêöèè ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:
f(1) = 2 · 12 − 3 · 1− 5 = −6.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì çíàìåíàòåëü g(x) = x+1. Ïðåäåë áóäåò ðàâåí
g(1) = 1 + 1 = 2. Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→1

2x2 − 3x− 5

x+ 1
=

2 · 12 − 3 · 1− 5

1 + 1
=

−6

2
= −3.

Ïîäâåäåì èòîã: ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëà ôóíêöèè ñíà÷àëà ïîä-
ñòàâëÿåì ÷èñëî x0 â ôóíêöèþ è âû÷èñëÿåì ðåçóëüòàò. Åñëè îí ðà-
âåí êîíå÷íîìó ÷èñëó, ýòî è åñòü èñêîìûé ïðåäåë.

Ïð èì å ð 85. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

1

x2
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ y = x2 ïðè x → ∞ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé,

òî g(x) =
1

x2
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â äàííîé òî÷êå:

lim
x→∞

1

x2
= 0.

Ïðèì å ð 86. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

1

x2
.

Âû÷èñëÿåì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó. Ôóíêöèÿ ïîä çíàêîì
ïðåäåëà f(x) = x2 ïðè x → 0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ g(x) =
1

x2
áóäåò áåñêîíå÷íî áîëüøîé â äàííîé òî÷êå:

lim
x→0

1

x2
= +∞.

Ïðèì å ð 87. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

(x4 + 8x+ 10).

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå, âûíåñåì x4 çà ñêîáêó. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ, ïîëó÷àåì

lim
x→∞

(x4 + 8x+ 10) = lim
x→∞

x4

(
1 +

8

x3
+

10

x4

)
= +∞.

�
���

�
���

00
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Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
{∞
∞

}
Ïðèì å ð 88. Íàéòè ïðåäåë lim

x→∞

2x2 − 3x− 5

1 + x+ 3x2
.

Ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáü, â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå êî-
òîðîé íàõîäÿòñÿ ìíîãî÷ëåíû. ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðè x → ∞ ÿâ-
ëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ôóíêöèÿìè. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî

èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
{∞
∞

}
.

Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè òàêîãî âèäà, íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà xp, ãäå p � íàèâûñøàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà,
íàõîäÿùåãîñÿ â çíàìåíàòåëå.

Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà x2:

lim
x→∞

2x2 − 3x− 5

1 + x+ 3x2
=
{∞
∞

}
= lim

x→∞

2x2 − 3x− 5

x2

1 + x+ 3x2

x2

=

lim
x→∞

2x2

x2
− 3x

x2
− 5

x2

1

x2
+

x

x2
+

3x2

x2

= lim
x→∞

2− 3

x
− 5

x2

1

x2
+

1

x
+ 3

=
2− 0− 0

0 + 0 + 3
=

2

3
,

�
���

�
���

B
BBN

B
BBN

0 0

0 0

òàê êàê ïðè x → ∞ êàæäàÿ èç äðîáåé
3

x
,

5

x2
,

1

x2
è

1

x
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïðèì å ð 89. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

2x2 + 3x− 5

x+ 1
.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå � ìíîãî-
÷ëåíû. Â çíàìåíàòåëå ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñ-
ëèòåëü, è çíàìåíàòåëü äåëèì íà x.

lim
x→∞

2x2 + 3x− 5

x+ 1
=
{∞
∞

}
= lim

x→∞

2x2

x
+

3x

x
− 5

x
x

x
+

1

x

=

= lim
x→∞

2x+ 3− 5

x

1 +
1

x

=
∞+ 3 + 0

1 + 0
=

∞
1

= ∞.�
���
0

B
BBN

0

Ïðèì å ð 90. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

7x3 + 15x2 + 9x+ 1

5x4 + 6x2 − 3x− 4
.
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Ñíîâà â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå � ìíîãî÷ëåíû. Íàèâûñøàÿ ñòåïåíü
x â çíàìåíàòåëå � 4. Ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü äåëèì
íà x4:

lim
x→∞

7x3 + 15x2 + 9x+ 1

5x4 + 6x2 − 3x− 4
=
{∞
∞

}
= lim

x→∞

7x3

x4
+

15x2

x4
+

9x

x4
+

1

x4

5x4

x4
+

6x2

x4
− 3x

x4
− 4

x4

=

= lim
x→∞

7

x
+

15

x2
+

9

x3
+

1

x4

5 +
6

x2
− 3

x3
− 4

x4

=
0 + 0 + 0 + 0

5 + 0− 0− 0
=

0

5
= 0.

�
���
0

�
���
0

�
���
0

�
���
0

B
BBN
0

B
BBN
0

B
BBN
0

Ðàññìîòðèì ïðåäåë

lim
x→∞

=
a0x

m + a1x
m−1 + . . .+ am−1x+ am

b0xn + b1xn−1 + . . .+ bn−1x+ bn
, (a0 ̸= 0, b0 ̸= 0).

Çäåñü äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îòíî-
øåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî x ñòåïåíåé m è n ñîîòâåò-
ñòâåííî (m > 0 è n > 0).

Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ýòîé äðîáè íà xn, ïîëó÷èì

lim
x→∞

a0x
m−n + a1x

m−n−1 + . . .+ am−1x
1−n + amx

−n

b0 + b1x−1 + . . .+ bn−1x1−n + bnx−n
.

ßñíî, ÷òî ïðè x→ ∞ çíàìåíàòåëü äðîáè èìååò ïðåäåëîì ÷èñëî
b0 ̸= 0. ×èñëèòåëü äðîáè ïðè m > n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè;
ïðè m = n ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ ðàâåí êîýôôèöèåíòó a0; ïðè m < n
ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ ðàâåí íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→∞

a0x
m + a1x

m−1 + . . .+ am
b0xn + b1xn−1 + . . .+ bn

=


∞, m > n;
a0
b0
, m = n;

0, m < n.

Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}

Ïðèì å ð 91. Íàéòè ïðåäåë lim
x→−1

2x2 − 3x− 5

x2 − 1
.
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×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ïðè x → −1 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ (íåîïðå-

äåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
).

Â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå íàõîäÿòñÿ ìíîãî÷ëåíû, çíà÷èò, äëÿ ðàñ-

êðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

{
0

0

}
íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü äàííûå ìíîãî-

÷ëåíû íà ìíîæèòåëè è ñîêðàòèòü îäèíàêîâûå ìíîæèòåëè, ñòðåìÿùèå-
ñÿ ê íóëþ. Äëÿ ýòîãî ÷àùå âñåãî íóæíî ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
èëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ (ñì. ïðèëîæåíèÿ
íà ñ. 248). Òàêæå ìîæíî ðàñêðûòü íåîïðåäåëåííîñòü äåëåíèåì ìíîãî÷ëå-
íîâ íà ìíîãî÷ëåí (x− x0):

lim
x→−1

2x2 − 3x− 5

x2 − 1
=

{
0

0

}
= lim

x→−1

2(x+ 1)(x− 5
2
)

(x− 1)(x+ 1)
=

= lim
x→−1

2x− 5

x− 1
=

−7

−2
= 3,5.

Ïðèì å ð 92. Íàéòè ïðåäåë lim
x→3

√
x+ 6−

√
10x− 21

5x− 15
.

Çäåñü ñíîâà èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
. Ðàçëîæèòü íà

ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëü íå ïîëó÷àåòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò ìå-
òîä óìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà âûðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå
âûðàæåíèþ ñ êîðíÿìè:

lim
x→3

√
x+ 6−

√
10x− 21

5x− 15
=

{
0

0

}
=

= lim
x→3

(
√
x+ 6−

√
10x− 21)(

√
x+ 6 +

√
10x− 21)

5(x− 3)(
√
x+ 6 +

√
10x− 21)

=

= lim
x→3

(
√
x+ 6)2 − (

√
10x− 21)2

5(x− 3)(
√
x+ 6 +

√
10x− 21)

=

= lim
x→3

x+ 6− (10x− 21)

5(x− 3)(
√
x+ 6 +

√
10x− 21)

=

= lim
x→3

x+ 6− 10x+ 21

5(x− 3)(
√
x+ 6 +

√
10x− 21)

=

= lim
x→3

−9x+ 27

5(x− 3)(
√
x+ 6 +

√
10x− 21)

=

= lim
x→3

−9(x− 3)

5(x− 3)(
√
x+ 6 +

√
10x− 21)

���

���

= lim
x→3

−9

5(
√
x+ 6 +

√
10x− 21)

=
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=
−9

5(
√
3 + 6 +

√
10 · 3− 21)

=
−9

30
= − 3

10
.

Ïðèì å ð 93. Íàéòè ïðåäåë lim
x→−2

x2 + x− 2√
x+ 6− 2

.

lim
x→−2

x2 + x− 2√
x+ 6− 2

=

{
0

0

}
= lim

x→−2

(x+ 2)(x− 1)(
√
x+ 6 + 2)

(
√
x+ 6− 2)(

√
x+ 6 + 2)

=

= lim
x→−2

(x+ 2)(x− 1)(
√
x+ 6 + 2)

(
√
x+ 6)2 − 22

=

= lim
x→−2

(x+ 2)(x− 1)(
√
x+ 6 + 2)

x+ 6− 4
=

= lim
x→−2

(x+ 2)(x− 1)(
√
x+ 6 + 2)

x+ 2
=

= lim
x→−2

(x− 1)(
√
x+ 6 + 2) = (−2− 1)(

√
−2 + 6 + 2) = −12.

Ïðèì å ð 94. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

sin 7x

3x
.

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ïðè x → 0 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Íåîïðå-

äåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
. Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà ïîõîæå íà ïåðâûé

çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, íî àðãóìåíò ñèíóñà 7x îòëè÷àåòñÿ îò çíàìåíàòå-
ëÿ 3x. Îäíàêî, åñëè ñäåëàòü çàìåíó y = 7x, ïðè x → 0, y òîæå áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ïðè÷åì x = y/7, òîãäà ïîëó÷èì ïåðâûé çàìå÷àòåëü-
íûé ïðåäåë:

lim
x→0

sin 7x

3x
=

{
0

0

}
= lim

y→0

sin y

3 · y
7

=
7

3
lim
y→0

sin y

y
=

7

3
· 1 =

7

3
.

Íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè òàêèõ ïðèìåðîâ çàìåíó îáû÷íî íå äåëàþò,
à ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: òàê êàê â ÷èñëèòåëå àðãóìåíò ñèíóñà
ðàâåí 7x (7x → 0 ïðè x → 0), òî â çíàìåíàòåëå íóæíî òîæå ïîëó÷èòü 7x,
äëÿ ýòîãî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè óìíîæàåì íà 7:

lim
x→0

sin 7x

3x
= lim

x→0

sin 7x · 7
3x · 7 =

7

3
.

� �� �� ���
@@R

1

Ïðèì å ð 95. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

tg 2x

2x2
.
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Òàêæå íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
. Åñëè â ïðåäåëå åñòü òàíãåíñ, òî

åãî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå îòíîøåíèÿ ñèíóñà ê êîñèíóñó:

lim
x→0

tg 2x

2x2
=

{
0

0

}
= lim

x→0

sin 2x

2x2 · cos 2x = lim
x→0

sin 2x

2x · x · cos 2x =

� �	�� �� 	
@@R 1

= lim
x→0

1

x · cos 2x =
1

0 · 1 = ∞.

Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà {1∞}

Ïðèì å ð 96. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

(
1 +

1

3x

)4x+1

.

Ïðè x → ∞ äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòåïåíü, îñíîâàíèå

êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå:

(
1 +

1

3x

)
, à ïîêàçàòåëü � ê áåñêîíå÷íî-

ñòè: (4x+1) → ∞. Ïîëó÷èëè íåîïðåäåëåííîñòü âèäà {1∞}. Ïðåîáðàçóåì
ôóíêöèþ òàê, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, ïîëó-
÷èì

lim
x→∞

(
1 +

1

3x

)4x+1

={1∞} = lim
x→∞

[(
1 +

1

3x

)3x
] 1

3x
·(4x+1)

=

HHj e

= lim
x→∞

e
4x+1
3x = e

lim
x→∞

4x+1
3x = e4/3.

Ïîñêîëüêó
1

3x
→ 0 ïðè x → ∞, òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íå

÷òî èíîå, êàê âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë (Ñ. 92):

lim
x→∞

(
1 +

1

3x

)3x

= e.

Ïðèì å ð 97. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

(
x− 2

x+ 1

)2x+3

.

Ðàññìîòðèì ïðåäåë ôóíêöèè â îñíîâàíèè ñòåïåíè:

lim
x→∞

x− 2

x+ 1
=
{∞
∞

}
= lim

x→∞

x

x
− 2

x
x

x
+

1

x

= 1.

À òàê êàê (2x+3) → ∞ ïðè x → ∞, ïîëó÷àåì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
{1∞}. Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ïîä çíàêîì ïðåäåëà òàê, ÷òîáû èñïîëüçî-
âàòü âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:
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lim
x→∞

(
x− 2

x+ 1

)2x+3

= {1∞} = lim
x→∞

(
1 +

x− 2

x+ 1
− 1

)2x+3

=

= lim
x→∞

(
1+

−3

x+ 1

)2x+3

= lim
x→∞

(1+ −3

x+ 1

) x + 1

�3


�3

x + 1
·(2x+3)

=

HHj
e

= lim
x→∞

e
�6x �9
x + 1 = lim

x→∞
e

�6 �9/x
1 + 1/x = e−6 =

1

e6
.

3.3. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå.

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè îíà
îïðåäåëåíà â òî÷êå x0 è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Àíàëèçèðóÿ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, âèäèì, ÷òî
îíî ñîäåðæèò â ñåáå ÷åòûðå ìîìåíòà:

1) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè â òî÷-
êå x0, ò. å. ñóùåñòâóþò

lim
x→x0−0

f(x) è lim
x→x0+0

f(x);

2) ýòè ïðåäåëû ðàâíû, ò. å. lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x), ñëåäîâà-

òåëüíî, ñóùåñòâóåò lim
x→x0

f(x);

3) ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, ò. å. ñóùåñòâóåò f(x0);

4) ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x, ñòðåìÿùåìóñÿ ê x0, ðàâåí çíà÷åíèþ
ôóíêöèè â òî÷êå x0, ò. å. lim

x→x0

f(x) = f(x0).

Ðàññìîòðèì ðèñ. 32, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ. Â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå f(x0). Åñëè àðãóìåíò
x ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå x0, òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ïðèáëèæà-
þòñÿ ê âåëè÷èíå f(x0) (íåçàâèñèìî îò òîãî, ïðèáëèæàåòñÿ x ê òî÷êå
x0 ñïðàâà èëè ñëåâà). Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå x0 âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå

lim
x→x0

f(x) = f(x0).
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Ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, ò. ê. â íåé âûïîëíÿþòñÿ
÷åòûðå ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿ.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ôóíêöèÿ f(x) â
òî÷êå x0 ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ðàññìîòðèì òî÷êó x0 íà ðèñ. 33. Åñëè
x → x0 ñïðàâà, òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ïðèáëèæàþòñÿ ê f(x0).
Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→x0+0

f(x) = f(x0).

Åñëè x→ x0 ñëåâà, òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) ïðèáëèæàþòñÿ ê
÷èñëó A, ïðè÷åì A ̸= f(x0). Èòàê, ïðè x→ x0 ôóíêöèÿ f(x) èìååò
êîíå÷íûå ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû, ò. å. óñëîâèå 1) âûïîëíÿåòñÿ,
íî ýòè ïðåäåëû íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì
ñëó÷àå lim

x→x0

f(x) íå ñóùåñòâóåò, óñëîâèå 2) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. e. x0

� òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f(x).
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1), íî íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî

èç îñòàëüíûõ óñëîâèé, òî òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà. Ïðè ýòîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2), íî íå âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå 4), òî ïîëó÷àåì óñòðàíèìûé ðàçðûâ. ×òîáû óñòðàíèòü ýòîò
ðàçðûâ, íàäî äîîïðåäåëèòü èëè ïåðåîïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè
â ýòîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèì å ð 98. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

y =

 x2 − 1, x < 2,
x+ 1, x > 2,
5, x = 2,

ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 34.
Ðàññìîòðèì òî÷êó x = 2. Â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è f(2) =
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5. Ïðè x → 2 ôóíêöèÿ èìååò ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû:

lim
x→2−0

f(x) = lim
x→2−0

(x2 − 1) = 3,

lim
x→2−0

f(x) = lim
x→2−0

(x+ 1) = 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
x→2

f(x) = 3, íî lim
x→2

f(x) ̸= f(2), ò. å. óñëîâèå 4) íå

âûïîëíÿåòñÿ. Èçìåíèâ çíà÷åíèå ôóíêöèè â åäèíñòâåííîé òî÷êå x = 2

(ïîëîæèâ f(2) = 3), ìû ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1), íî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2), ïî-
ëó÷àåì íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ, èëè ñêà÷îê ôóíêöèè. Ñêà÷îê ðàâåí

lim
x→x0+0

f(x)− lim
x→x0−0

f(x).

Ïðèì å ð 99. Èññëåäóåì íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

y =

{
x2, x < 3,
x, x ⩾ 3.

Ãðàôèê ýòîé ôóíöèè èçîáðàæåí íà ðèñ. 35.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x = 3. Åñëè x → 3 ñïðàâà, òî lim
x→3+0

f(x) = 3, íî

åñëè x → 3 ñëåâà, òî lim
x→3−0

f(x) = 9. Â òî÷êå x0 = 3 ôóíêöèÿ èìååò

ñêà÷îê, ðàâíûé 3− 9 = −6.

Åñëè óñëîâèå 1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòî-
ðîííèõ ïðåäåëîâ áåñêîíå÷åí èëè íå ñóùåñòâóåò, òî òî÷êà x0 íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà ôóíêöèè, èëè òî÷êîé ðàçðûâà
âòîðîãî ðîäà.
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Ïðèì å ð 100. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ y =
1

x2
,

ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 36 .

1

0 1-1

x

y

y
1

x
2

=

Ðèñ. 36

Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ y =
1

x2
íå îïðåäåëåíà, à ïðè x → 0 çíà÷å-

íèå y =
1

x2
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x = 0

ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ.

Íåïðåðûâíîñòü � ýòî ëîêàëüíîå (ìåñòíîå) ñâîéñòâî ôóíêöèè,
ò. å. ñâîéñòâî, êîòîðûì ôóíêöèÿ ìîæåò îáëàäàòü â îäíîé òî÷êå è íå

îáëàäàòü â äðóãîé. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y =
1

x2
â òî÷êå x = 0 èìååò

áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ, à â òî÷êå x = 1 ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.
Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íå èíòåðâàëå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæ-

äîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà.

Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè

Àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ,
îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, f(x)) äî ýòîé
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ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óäàëåíèè òî÷êè ãðà-
ôèêà îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Àñèìïòîòû áûâàþò òðåõ âèäîâ: âåðòèêàëüíûå (ðèñ. 37), ãîðè-
çîíòàëüíûå (ðèñ. 38) è íàêëîííûå (ðèñ. 39).

0
x

y

a 0
x

y

0
x

y

Ðèñ. 37 Ðèñ. 38 Ðèñ. 39

Íàõîæäåíèå àñèìïòîò ãðàôèêà îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ òåîðå-
ìàõ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (èñêëþ÷àÿ, âîçìîæíî, ñàìó òî÷êó x0) è õîòÿ
áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâåí
áåñêîíå÷íîñòè, ò. å.

lim
x→x0−0

f(x) = ∞ èëè lim
x→x0+0

f(x) = ∞.

Òîãäà ïðÿìàÿ x = x0 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà
ôóíêöèè y = f(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ x = x0 íå ìîæåò áûòü âåðòèêàëüíîé
àñèìïòîòîé, åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå lim

x→x0

f(x) = f(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû

ñëåäóåò èñêàòü â òî÷êàõ áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà ôóíêöèè y = f(x)
èëè íà êîíöàõ åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ïð èì å ð 101. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = x2 +
1

x2
. Íàéäåì âåðòè-

êàëüíûå àñèìïòîòû.
Ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x = 0. Âû÷èñëèì ïðåäåëû ôóíêöèè

ïðè x → ±0:

lim
x→±0

(
x2 +

1

x2

)
= +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë
ïðè x→ ∞:

lim
x→∞

f(x) = b.
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Òîãäà ïðÿìàÿ y = b ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôè-
êà ôóíêöèè y = f(x).

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîíå÷åí òîëüêî îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðå-
äåëîâ lim

x→−∞
f(x) = b èëè lim

x→+∞
f(x) = b, òî ôóíêöèÿ èìååò ëèøü

ëåâîñòîðîííþþ èëè ïðàâîñòîðîííþþ àñèìïòîòó.

Ïð èì å ð 102. Íàéäåì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y =
1− x2

1 + x2
.

Î÷åâèäíî, ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò (íåò
òî÷åê ðàçðûâà). Âû÷èñëèì ïðåäåëû ôóíêöèè ïðè x → ±∞:

lim
x→±∞

1− x2

1 + x2
= −1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y=−1 ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → ∞ ñóùå-
ñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

lim
x→∞

f(x)

x
= k è lim

x→∞
(f(x)− kx) = b.

Òîãäà ïðÿìàÿ y = kx+b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà
ôóíêöèè y = f(x).

Íàêëîííàÿ àñèìïòîòà, êàê è ãîðèçîíòàëüíàÿ, ìîæåò áûòü ïðà-
âîñòîðîííåé èëè ëåâîñòîðîííåé.

Ïð èì å ð 103. Íàéäåì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè

y =
3x3 + 5x2 + 2

x2 + 4
.

Î÷åâèäíî, ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò íè âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò (íåò
òî÷åê ðàçðûâà), íè ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò, òàê êàê

lim
x→±∞

3x3 + 5x2 + 2

x2 + 4
= ∞.

Íàéäåì íàêëîííóþ àñèìïòîòó:

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

3x3 + 5x2 + 2

x(x2 + 4)
= 3;

b = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→±∞

(
3x3 + 5x2 + 2

x2 + 4
− 3x

)
=

= lim
x→±∞

5x2 − 12x+ 2

x2 + 4
= 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ y = 3x+ 5 ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé.
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Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû:

53. lim
x→0

sinx2. 54. lim
x→∞

e2x
4+1.

55. lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x2 − 2
. 56. lim

x→3

x2 − 6x+ 8

x2 − 8x+ 15
.

57. lim
x→∞

3x+ 2

4x+ 1
. 58. lim

x→∞

4x2 − 6x+ 3

x2 − 8x+ 1
.

59. lim
x→∞

6x2 − x+ 42

2x3 − x2 + 5
. 60. lim

x→∞

5x3 − 4x− 3

7x2 + 3x− 1
.

61. lim
x→∞

log2
8x2 + 4

x2 + 2x
. 62. lim

x→2

x2 − 4

x2 − 4x+ 4
.

63. lim
x→3

2x2 − 5x− 3

3x2 − 4x− 15
. 64. lim

x→−4

x3 + 64

3x2 + 11x− 4
.

65. lim
x→0

√
x+ 4− 2

x
. 66. lim

x→0

x√
9 + x+ 2x2 − 3

.

67. lim
x→2

√
x+ 7− 3√
x+ 2− 2

. 68. lim
x→1

(
1

1− x
− 2

1− x2

)
.

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

69. lim
x→0

sin(5x)

x
. 70. lim

x→0

5x)

sin
(
x
2

) .
71. lim

x→0

tg(3x)

2x
. 72. lim

x→0

sin(3x)

tg(4x)
.

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

73. lim
x→∞

(
4x+ 1

4x− 5

)8x

. 74. lim
x→∞

(
3x− 2

3x+ 1

)4x−1

.

75. lim
x→∞

(
2x− 1

2x+ 1

)5−3x

.
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Âû÷èñëèòü îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû:

76. lim
x→−∞

e2x+1. 77. lim
x→+∞

ln
1

x+ 1
.

78. lim
x→−∞

arctg(x− 5). 79. lim
x→3+0

x

x− 3
.

80. lim
x→−1+0

x

1− x2
. 81. lim

x→2−0
arctg

(
1

x− 2

)
.

82. lim
x→1+0

5
1

x−1 .
83. lim

x→2−0

(
1

3

) 5
2−x

.

84. lim
x→+∞

(
2x− 2

3x+ 4

)x

. 85. lim
x→+∞

(
3x− 2

2x+ 3

)x

.

Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé, óêàçàòü èõ òèï, ñäåëàòü ðèñó-
íîê:

86. y =
x2 − 3x+ 2

x
. 87. y =

{
2x − 1, x ⩾ 0,
2x, x < 0.

88. y =

 3x−2 − 3, x > 2,
5, x = 2,

2x− 6, x < 2.
89. y=


x, x < −2,

−x+1, −2⩽x⩽1,
x2−1, x > 1.

90. y =
5

x2 − 1
. 91. y =

{
x2 + 1, x > 0,
x, x < 0.

Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè:

92. y =
3− 4x

2 + 5x
. 93. y =

1− x2

1 + x2
.

94. y =
x2

x3 + 1
. 95. y =

(x+ 1)(3x− 2)

x− 1
.

96. y =
x2 − 3x+ 2

x
.
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4. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ

4.1. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ïóñòü x1 è x � çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, à y1 = f(x1) è y = f(x) �
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ðàçíîñòü

∆x = x1 − x

íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà, à ðàçíîñòü

∆y = y1 − y = f(x1)− f(x) = f(x+∆x)− f(x)

� ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè â òî÷êå x (ðèñ. 40).

0

x

y

M

P

y = f HxL

x x1

y

y1

Dy

Dx

Ðèñ. 40

Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà, êîãäà ïðèðàùåíèå
àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
.

Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì y′ äëÿ ïðîèçâîäíîé óïîòðåáëÿþòñÿ òàê-

æå îáîçíà÷åíèÿ f ′(x),
dy

dx
,
df(x)

dx
, y′x, f

′
x.

Ï ð èì å ð 104. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = x2 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ D(y) = (−∞; +∞) è ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x. Ïóñòü x
ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå ∆x. Â òî÷êå x ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå x2, â
òî÷êå (x + ∆x) � çíà÷åíèå (x+∆x)2. Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y èìååò
âèä ∆y = (x+∆x)2 − x2.
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Îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ðàâíî

∆y

∆x
=

(x+∆x)2 − x2

∆x
=

x2 + 2x ·∆x+∆x2 − x2

∆x
= 2x+∆x.

Ïî îïðåäåëåíèþ

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
(2x+∆x) = 2x.

Ïðîèçâîäíàÿ y′ = 2x ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò x. Â êàæäîé êîíêðåòíîé

òî÷êå x ïðîèçâîäíàÿ � ýòî ÷èñëî. Íàïðèìåð, åñëè x = 3, òî y′(3) =

2 · 3 = 6.

Åñëè â òî÷êå x ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = f(x), òî
ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ åå
äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå.

Êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êå M íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ MT , êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåêóùåéMP â ñâîåì ïðåäåëüíîì ïîëîæåíèè, êîãäà
òî÷êà P ïî êðèâîé ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå M .
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x) â íåêîòîðîé òî÷êå x (ðèñ. 41).
Ïåðåéäåì îò òî÷êè x ê íîâîé òî÷êå x + ∆x. Ðàññòîÿíèå AP ðàâ-
íî ïðèðàùåíèþ ôóíêöèè ∆y, MA = ∆x. Èç òðåóãîëüíèêà MPA
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ïîëó÷àåì

tgφ =
PA

MA
=

∆y

∆x
,

ò.å.
∆y

∆x
� òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ñåêóùåé MP ê îñè Ox. Ïóñòü

∆x → 0. Òîãäà òî÷êà P ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå M è, ñëåäîâàòåëüíî,
tgφ ñòðåìèòñÿ ê tgα, ãäå α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïîëîæè-
òåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè Ox â òî÷êå M .

Òàê êàê tgφ =
∆y

∆x
, òî ïðè ∆x, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, îòíîøåíèå

∆y

∆x
ñòðåìèòñÿ ê tgα, èëè lim

∆x→0

∆y

∆x
= tgα. Òàêèì îáðàçîì, y′ = tgα.

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå ðàâíî
òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíê-
öèè â äàííîé òî÷êå. Â ýòîì ñîñòîèò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèç-
âîäíîé.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå M(x0; y0)
èìååò âèä

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Íîðìàëüþ ê êðèâîé íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ êà-
ñàòåëüíîé è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ.

Óðàâíåíèå íîðìàëè èìååò âèä

y = − 1

f ′(x0)
(x− x0) + f(x0), åñëè f ′(x0) ̸= 0,

x = x0, åñëè f ′(x0) = 0.

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè u = u(x) è v = v(x), èìåþùèå ïðîèçâîä-
íûå u′ = u′(x) è v′ = v′(x).

1. Ïðîèçâîäíàÿ îò ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû ðàâíà íóëþ:

(C)
′
= 0 (C = const).

2. Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ ôóíêöèé ðàâíà ñóììå
(ðàçíîñòè) ïðîèçâîäíûõ ñëàãàåìûõ:

(u± v)
′
= u′ ± v′.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû äâóõ ñëàãàå-
ìûõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ñóììû (ðàçíîñòè) ëþáîãî êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ.
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3. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

(uv)
′
= u′ · v + u · v′.

Ñëåäñòâèå. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ïðî-
èçâîäíîé

(C · u)′ = C · u′.

4. Ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå (u

v

)′
=
u′ · v − u · v′

v2
.

5. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè y = f(u), ãäå u ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé u = g(x), ò. å. y = f (g(x)) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

y′x = f ′u · g′x.

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

1. (xm)
′
= m · xm−1.

2. (ex)
′
= ex.

3. (ax)
′
= ax · ln a.

4. (loga x)
′
=

1

x ln a
.

5. (lnx)
′
=

1

x
.

6. (sinx)
′
= cosx.

7. (cosx)
′
= − sinx.

8. (tg x)
′
=

1

cos2 x
.

9. (ctg x)
′
= − 1

sin2 x
.

10. (arcsinx)
′
=

1√
1− x2

.

11. (arccosx)
′
= − 1√

1− x2
.

12. (arctg x)
′
=

1

1 + x2
.

13. (arcctg x)
′
= − 1

1 + x2
.

14. (shx)
′
= chx.

15. (chx)
′
= shx.

16. (thx)
′
=

1

ch2 x
.

17. (cthx)
′
= − 1

sh2 x
.

Ïðèì å ð 105. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x+ sinx.

(x+ sinx)′ = (x)′ + (sinx)′ = 1 + cosx.
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Ïðèì å ð 106. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x · sinx:

(x sinx)′ = (x)′ · sinx+ x · (sinx)′ = sinx+ x · cosx.

Ïðèì å ð 107. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
x2 − 1

x2 + 1
.

(
x2 − 1

x2 + 1

)′

=

(
x2 − 1

)′ (
x2 + 1

)
−
(
x2 − 1

) (
x2 + 1

)′
(x2 + 1)2

=

=
2x(x2 + 1)− 2x(x2 − 1)

(x2 + 1)2
=

4x

(x2 + 1)2
.

Ïðèì å ð 108. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = sin3 x.(
sin3 x

)′
=
(
(sinx)3

)′
= 3 · sin2 x · (sinx)′ = 3 sin2 x cosx.

Ïðèì å ð 109. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = sin(x3).(
sin(x3)

)′
= cos(x3) ·

(
x3)′ = 3x2 · cos(x3).

Ïðèì å ð 110. Äàíà ôóíêöèÿ y = x3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñà-
òåëüíîé è óðàâíåíèå íîðìàëè ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0 = 2.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y = f ′(x0) · (x− x0) + f(x0). Âû÷èñëÿåì çíà-
÷åíèÿ f(x0) è f ′(x0) ïðè x0 = 2.

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè: f(x0) = f(2) = 23 = 8. Íàéäåì ïðîèç-
âîäíóþ: f ′(x) = (x3)′ = 3x2; f ′(x0) = f ′(2) = 3 · 22 = 12. Ïîäñòàâëÿåì
íàéäåííûå çíà÷åíèÿ: y = 12 · (x− 2) + 8 = 12x− 24 + 8 = 12x− 16.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä 12x− y − 16 = 0.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå íîðìàëè. Òàê êàê f ′(x0) = f ′(2) = 12 ̸= 0, òî

y = − 1

12
· (x− 2) + 8.

Óðàâíåíèå íîðìàëè èìååò âèä x+ 12y − 98 = 0.

Ïðèì å ð 111. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê ãðà-
ôèêó ôóíêöèè y = 2 sinx+ 5 â òî÷êå x0 = π/2.

f(x0) = f(π/2) = 2 sin(π/2) + 5 = 2 + 5 = 7;

f ′(x) = (2 sinx+ 5)′ = 2 cosx;

f ′(x0) = f ′(π/2) = 2 cos(π/2) = 0.

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé y = 0 · (x − π/2) + 7 = 7, ò.å.
êàñàòåëüíàÿ èìååò óðàâíåíèå y = 7.
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Äàííàÿ ïðÿìàÿ îêàçàëàñü ãîðèçîíòàëüíîé, òàê êàê åå óãëîâîé êî-

ýôôèöèåíò k = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëü ðàñïîëîæåíà âåðòèêàëüíî è

èìååò óðàâíåíèå x = π/2.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(x) åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ñêîðîñòè èçìå-
íåíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðî-
èçâîäíîé.

Ïð èì å ð 112. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî

çàêîíó x(t) =
1

2
t3 − 3t2 + 2t (ãäå x � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îòñ÷åòà â

ìåòðàõ, t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, èçìåðåííîå ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ). Íàéòè åå
ñêîðîñòü â (ì/ñ) â ìîìåíò âðåìåíè t = 6 ñ.

Íàéäåì çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè:

v(t) = x′(t) =
3

2
t2 − 6t+ 2 ì/ñ.

Òîãäà íàõîäèì:

v(6) =
3

2
· 62 − 6 · 6 + 2 = 20 ì/ñ.

Ïðèì å ð 113. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çà-
êîíó x(t) = t2 − 13t+ 23 (ãäå x � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îòñ÷åòà â ìåòðàõ,
t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, èçìåðåííîå ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ). Â êàêîé ìîìåíò
âðåìåíè (â ñåêóíäàõ) åå ñêîðîñòü áûëà ðàâíà 3 ì/ñ?

Íàéäåì çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè:

v(t) = x′(t) = 2t− 13 ì/ñ.

×òîáû íàéòè, â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè t ñêîðîñòü áûëà ðàâíà 3 ì/ñ,
ðåøèì óðàâíåíèå

2t− 13 = 3.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ t = 8. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü òî÷êè,

ðàâíàÿ 3 ì/ñ, áûëà íà âîñüìîé ñåêóíäå.

Ëîãàðèôìè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïðè îòûñêàíèè ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè
èíîãäà óäîáíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé ïðèåì, íàçûâàåìûé ëîãàðèô-
ìè÷åñêèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ïóñòü y = f(x) > 0. Åñëè íàéòè
ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè ln f(x) çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì îò ñàìîé
ôóíêöèè, òî ïîñòóïàþò òàêèì îáðàçîì:

(ln y)′ = (ln f(x))′,
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y′

y
= (ln f(x))′,

y′ = y · (ln f(x))′ èëè y′ = f(x) · (ln f(x))′.

Ëîãàðèôìè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå îñîáåííî óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

y = uv,

ãäå u = u(x) > 0 è v = v(x) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
Èìååì

ln y = lnuv = v · lnu.

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

y′

y
= v′ · lnu+ v

u′

u
,

îòêóäà

y′ = uv
(
v′ · lnu+ v

u′

u

)
.

Íà ïðàêòèêå óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(uv)′ = uv · lnu · v′ + v · uv−1 · u′.

Ïðèì å ð 114. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = (sinx)2x.

y′ = (sinx)2x · ln(sinx) · 2 + 2x · (sinx)2x−1 · cosx.

Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè

Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü
åå ïðèðàùåíèÿ, ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà.

Äèôôåðåíöèàëîì àðãóìåíòà íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèå àðãóìåí-
òà: dx = ∆x. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åå ïðî-
èçâîäíîé íà äèôôåðåíöèàë àðãóìåíòà:

dy = y′ · dx.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà dy = f ′(x) dx ôóíêöèè
y = f(x) åñòü ïðèðàùåíèå îðäèíàòû êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíê-
öèè â òî÷êå ñ àáñöèññîé x, êîãäà àðãóìåíò ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå dx
(ðèñ. 42).
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Ïðèì å ð 115. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = sinx ðàâåí

dy = y′ · dx = (sinx)′ · dx = cosx dx.

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = f(x), èìåþùàÿ ïðîèçâîäíóþ y′(x). Ýòà
ïðîèçâîäíàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêæå ôóíêöèþ îò x.

Ïðîèçâîäíàÿ îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèç-
âîäíîé èëè ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà îò äàííîé ôóíêöèè è îáî-
çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì y′′:

y′′ = (y′)
′
.

Ïðèì å ð 116. Íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x cosx.
Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y′ = (x)′ · cosx+ x · (cosx)′ = 1 · cosx+ c · (− sinx) = cosx− x sinx.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

y′′ = (y′)′ = (cosx− x sinx)′ = (cosx)′ − (x sinx)′ =

= − sinx− ((x)′ · sinx+ x · (sinx)′) = − sinx− (1 · sinx+ x · cosx) =
= − sinx− sinx− x cosx = −2 sinx− x cosx.
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Ïðîèçâîäíàÿ îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ òðåòüåé ïðî-

èçâîäíîé èëè ïðîèçâîäíîé òðåòüåãî ïîðÿäêà îò äàííîé ôóíêöèè è
îáîçíà÷àåòñÿ y′′′.

Ï ð èì å ð 117. Íàéòè òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
1

2
ln2 x.

Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ:

y′ =
1

2
· 2 lnx · 1

x
=

lnx

x
.

Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

y′′ =

(
lnx

x

)′

=
(lnx)′ · x− lnx · (x)′

(x2)
=

1
x
· x− lnx · 1

x2
=

1− lnx

x2
.

Òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè áóäåò ðàâíà

y′′′ = (y′′)′ =

(
1− lnx

x2

)′

=
(1− lnx)′ · x2 − (1− lnx) · (x2)′

x4
=

=
− 1

x
· x2 − (1− lnx) · 2x

x4
=

−x− 2x+ 2x lnx

x4
=

−3x+ 2x lnx

x4
=

=
x(2 lnx− 3)

x4
=

2 lnx− 3

x3
.

Ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïåð-
âàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé (n−1)-ãî ïîðÿäêà îò äàííîé ôóíê-
öèè è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì y(n).

Ï ð èì å ð 118. Äàíà ôóíêöèÿ y = e3x. Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðî-
èçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà. Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå, ïîëó-
÷èì

y′ = 3e3x, y′′ = 32e3x, y′′′ = 33e3x, . . . , y(n) = 3ne(3x).

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé

Åñëè òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è çàäàí çàêîí åå äâèæåíèÿ
s = s(t), òî óñêîðåíèå òî÷êè ðàâíî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò ïóòè ïî
âðåìåíè:

a(t) = s′′(t).

Óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîãî òåëà ðàâíî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò ñêî-
ðîñòè:

a(t) = v′(t).

115



Ïðèì å ð 119. Çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàäàí ôóíê-
öèåé s(t) = 2t3 + 3t, ãäå s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, à t � â ñåêóíäàõ. Íàéòè
çíà÷åíèå t, ïðè êîòîðîì óñêîðåíèå òî÷êè ðàâíî 12 ì/ñ2.

Ñíà÷àëà íàéäåì ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

v(t) = s′(t) = (2t3 + 3t)′ = (2t3)′ + (3t)′ = 2 · 3t2 + 3 · 1 = 6t2 + 3.

Òîãäà óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

a(t) = v′(t) = (6t2 + 3)′ = (6t2)′ + (3)′ = 6 · 2t+ 0 = 12t.

Èñêîìîå âðåìÿ t íàéäåì èç óðàâíåíèÿ a(t) = 12:

12t = 12,

îòêóäà t = 1 c.

Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåò-
ñÿ äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà:

d2y = d(dy) = f ′′(x)dx2.

Ïðèì å ð 120. Íàéòè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y =
x2 + arccosx.

Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y′ = (x2 + arccosx)′ = (x2)′ + (arccosx)′ = 2x− 1√
1− x2

.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàäàííîé ôóíêöèè:

y′′ =

(
2x− 1√

1− x2

)′

= (2x)′ −
(
(1− x2)−

1
2

)′
=

= 2−
(
−1

2

)
(1− x2)−

3
2 · (1− x2)′ = 2 +

1

2
√

(1− x2)3
· (−2x) =

= 2− x√
(1− x2)3

.

Òîãäà èñêîìûé äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà çàäàííîé ôóíêöèè

d2y =

(
2− x√

(1− x2)3

)
dx2.
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4.2. Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ âñþäó, ãäå åñòü íåðàâíîìåð-
íîå ïðîòåêàíèå ïðîöåññà: ýòî è íåðàâíîìåðíîå ìåõàíè÷åñêîå äâè-
æåíèå, è ïåðåìåííûé òîê, è õèìè÷åñêèå ðåàêöèè è ðàäèîàêòèâíûé
ðàñïàä âåùåñòâà è ò.ä.

Â ãåîãðàôèè ïðîèçâîäíàÿ ïîìîãàåò ðàññ÷èòàòü íåêîòîðûå çíà-
÷åíèÿ â ñåéñìîãðàôèè, îñîáåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çåìëè,
ðàäèîàêòèâíîñòü ÿäåðíî-ãåîôèçè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé è äð.

Áèîëîãè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïî
èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ìîæíî îïðåäåëèòü
îòíîñèòåëüíûé ïðèðîñò îñîáåé.

Ïð èì å ð 121. Ðîñò ÷èñëà êëåòîê ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì:

N =
5N0

(5−N0)e−kt +N0
,

ãäå N0 � íà÷àëüíîå ÷èñëî êëåòîê, à k � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðîñòà.
Ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè ðîñòà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè èìå-

åò âèä

N ′ =

(
5N0

(5−N0)e−kt +N0

)′

=

=
(5N0)

′((5−N0)e
−kt +N0)− (5N0)((5−N0)e

−kt +N0)
′

((5−N0)e−kt +N0)
2 =

=
0− (5N0)(5−N0)(−k)e−kt

((5−N0)e−kt +N0)
2 =

(5N0)(5−N0)ke
−kt

((5−N0)e−kt +N0)
2 .

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

Òåîðåìà 7. Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (êðîìå,
áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè x0) ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåíöèðó-
åìû.

Åñëè lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0 èëè lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = ∞,

ò.å. ÷àñòíîå
f(x)

g(x)
â òî÷êå x0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü

âèäà

{
0

0

}
èëè

{∞
∞

}
, òî

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
,
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åñëè ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñóùåñòâóåò.
Çàìå÷àíèå 1. Ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòåé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ è ïðè x→ ∞.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ÷àñòíîå
f ′(x)

g′(x)
â òî÷êå x = x0 òàêæå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
èëè

{∞
∞

}
, òî ïðàâèëî

ñëåäóåò ïðèìåíèòü âòîðîé ðàç (ò. å. ïåðåéòè ê îòíîøåíèþ âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ è ò. ä.).

Çàìå÷àíèå 3. Â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîñòè âèäà {∞−∞} ñëå-
äóåò c ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè ôóíê-

öèþ ê íåîïðåäåëåííîñòè âèäà

{
0

0

}
èëè

{∞
∞

}
è çàòåì âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

Ïð èì å ð 122. Íàéòè ïðåäåë lim
x→1

x2 − 1 + lnx

ex − e
.

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x → 1, ïîýòîìó èìå-

åì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, ò.å.

ðàññìîòðèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ çàäàííûõ ôóíêöèé:

lim
x→1

x2 − 1 + lnx

ex − e
=

{
0

0

}
= lim

x→1

(x2 − 1 + lnx)′

(ex − e)′
= lim

x→1

2x+ 1
x

ex
=

3

e
.

Ïðèì å ð 123. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

x− sinx

x3
.

Ýòî òàêæå íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëî-

ïèòàëÿ:

lim
x→0

x− sinx

x3
=

{
0

0

}
= lim

x→0

(x− sinx)′

(x3)′
= lim

x→0

1− cosx

3x2
=

=

{
0

0

}
= lim

x→0

(1− cosx)′

(3x2)′
= lim

x→0

sinx

6x
=

1

6
.

Çäåñü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïðèìåíåíî äâàæäû.

Ïðèì å ð 124. Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

x

ex
.

Ýòî � íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
{∞
∞

}
. Ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→∞

x

ex
=
{∞
∞

}
= lim

x→∞

(x)′

(ex)′
= lim

x→∞

1

ex
= 0.
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Ïðèì å ð 125. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
.

Ýòî íåîïðåäåëåííîñòü âèäà {∞−∞}. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïðå-
äåë ôóíêöèè, ïðèâåäåì äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, à çàòåì, ïîëó÷èâ

íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

{
0

0

}
, ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

ex − 1− x

x (ex − 1)
=

{
0

0

}
= lim

x→0

(ex − 1− x)′

(x (ex − 1))′
=

= lim
x→0

ex − 1

ex − 1 + x ex
=

{
0

0

}
= lim

x→0

(ex − 1)′

(ex − 1 + x ex)′
=

= lim
x→0

ex

ex(2 + x)
= lim

x→0

1

2 + x
=

1

2
.

Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé ê èññëåäîâàíèþ
ôóíêöèè

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèé. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà èíòåðâàëå
(a; b), åñëè äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç ýòîãî èíòåðâàëà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâó x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2)
(f(x1) > f(x2)).

Òåîðåìà 8. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f(x), äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), âîçðàñòàëà (óáûâàëà) íà ýòîì èíòåð-
âàëå, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ïðîèçâîäíàÿ áûëà ïîëîæèòåëüíà (îòðè-
öàòåëüíà) íà ýòîì èíòåðâàëå, ò. å. f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), çà èñêëþ-
÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ f ′(x) = 0.

Ï ð èì å ð 126. Íàéäåì èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíê-

öèè y = x2. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′ = 2x < 0 íà èíòåðâàëå (−∞; 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ óáûâàåò äëÿ âñåõ x ∈ (−∞; 0). Ïðîèçâîäíàÿ

y′ = 2x > 0 íà èíòåðâàëå (0; +∞), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò

äëÿ âñåõ x ∈ (0; +∞).

Ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x0 (ðèñ. 43) ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñè-
ìóì (ìèíèìóì), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë (x0 − δ; x0 + δ),
÷òî äëÿ âñåõ x èç ýòîãî èíòåðâàëà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)).
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f Hx L

Ðèñ. 43

Ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ýêñòðå-
ìóìîì ôóíêöèè y = f(x). Ïî îïðåäåëåíèþ, ýêñòðåìóìû ìîãóò äî-
ñòèãàòüñÿ ëèøü âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 9 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìó-
ìà). Ïóñòü x0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè y = f(x). Òîãäà ïðîèç-
âîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ: f ′(x0) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷êè x0, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà (ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò), íàçûâàþòñÿ
êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà èëè òî÷êàìè âîçìîæíîãî

ýêñòðåìóìà. Òî÷êè, â êîòîðûõ f ′(x) = 0, íàçûâàþòñÿñòàöèîíàðíû-
ìè òî÷êàìè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â êàêîé-ëèáî òî÷êå èìååòñÿ ýêñ-
òðåìóì, òî ýòà òî÷êà êðèòè÷åñêàÿ. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.
Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

Ïð èì å ð 127. Ôóíêöèÿ y = x3 íå èìååò ýêñòðåìóìà â òî÷êå x0 = 0,

õîòÿ åå ïðîèçâîäíàÿ y′ = 3x2 îáðàùàåòñÿ â ýòîé òî÷êå â íóëü.

Òåîðåìà 10 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðå-
ìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå ýòîé îêðåñòíî-
ñòè, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè x0. Åñëè ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìåíÿåò çíàê ñ ïëþñà íà
ìèíóñ (ñ ìèíóñà íà ïëþñ), òî â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì
(ìèíèìóì). Åñëè æå ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ çíàêà
íå ìåíÿåò, òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ýêñòðåìóìà íå èìååò.
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Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà ìîíîòîííîñòü è
ýêñòðåìóì

1. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ′(x).

2. Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè, ò.å.
êîðíè óðàâíåíèÿ f ′(x) = 0 è òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ
íå ñóùåñòâóåò.

3. Âû÷èñëÿåì çíàê f ′(x) ñëåâà è ñïðàâà îò êàæäîé êðèòè÷åñêîé
òî÷êè è äåëàåì âûâîä î õàðàêòåðå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè íà
ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåðâàëå è íàëè÷èè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè
â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

4. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà.

Ïð èì å ð 128. Íàéäåì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíê-
öèè y = −x2 + 4x− 5.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ y′ = −2x+4. Òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå
ñóùåñòâóåò, ó äàííîé ôóíêöèè íåò, ò. å. f ′(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè. Ïðèðàâíèâàÿ åå ê íóëþ, ïîëó÷àåì −2x + 4 = 0, èëè x = 2. Åñëè
x < 2, òî y′ > 0 è íà èíòåðâàëå (−∞; 2) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, åñëè x > 2,
òî y′ < 0 è íà èíòåðâàëå (2; +∞) ôóíêöèÿ óáûâàåò. Òî÷êà x = 2 ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè.

Âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ymax = y(2) = −1.

Ïðèì å ð 129. Íàéäåì ýêñòðåìóìû ôóíêöèè y =
1

x
.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ y′ = − 1

x2
. Ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò â òî÷-

êå x = 0, íî è ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íåò è ýêñòðåìóìîâ òàêæå íåò.

Ïðèì å ð 130. Íàéäåì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû

ôóíêöèè y = 3
√
x. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ y′ =
(

3
√
x
)′

=
(
x

1
3

)′
=

1

3
x− 2

3 =
1

3
3
√
x2
. Òî÷åê, â

êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, íåò. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè íå ñóùå-

ñòâóåò â òî÷êå x = 0. Åñëè x < 0, òî y′ > 0 è íà èíòåðâàëå (−∞; 0) ôóíê-

öèÿ âîçðàñòàåò, åñëè x > 0, òî y′ > 0 è íà èíòåðâàëå (0; +∞) ôóíêöèÿ

òîæå âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.

Ïðèì å ð 131. Íàéäåì ýêñòðåìóìû ôóíêöèè y =
3

√
(x− 1)2.
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü. Íàõîäèì ïðîèç-
âîäíóþ

y′ =

(
3

√
(x− 1)2

)′

=
(
(x− 1)

2
3

)′
=

2

3
(x− 1)−

1
3 =

2

3 3
√
x− 1

.

Òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, íåò. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå x = 1. Åñëè x < 1, òî y′ < 0, åñëè x > 1, òî

y′ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè.

Âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ymin = y(1) = 0.

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè íà îòðåçêå

Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò çàäà-
÷è íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé (ãëîáàëüíî-
ãî ìàêñèìóìà è ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà) íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà
êàêîì-ëèáî îòðåçêå. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî íà
ýòîì îòðåçêå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ îíà äîñòè-
ãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì òî÷êîé
ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ ëèáî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, ëèáî ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îòðåçêà.

Ïîðÿäîê íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå

1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′(x).

2. Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó.

3. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è
íà êîíöàõ îòðåçêà. Âûáðàòü èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé íàèáîëü-
øåå fíàèá è íàèìåíüøåå fíàèì .

Ï ð èì å ð 132. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
y = 2x3 + 6x2 − 48x+ 5 íà îòðåçêå [−3; 4].

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ y′ = 6x2 + 12x− 48 = 6(x2 + 2x− 4). Òî÷åê,

â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, ó äàííîé ôóíêöèè íåò. Íàõîäèì

òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, ïîëó÷àåì x1 = −4, x2 = 2.

Òî÷êà x1 = −4 íå ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−3; 4]. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè â òî÷êå x2 = 2 è íà êîíöàõ îòðåçêà: y(−3) = 149, y(2) = −51,

y(4) = 37. Ñëåäîâàòåëüíî, fíàèá = f(−3) = 149, fíàèì = f(2) = −51.
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Âûïóêëîñòü ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ y = f(x). Ôóíêöèÿ
f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ (âûïóêëîé âíèç) íà èíòåðâàëå (a; b),
åñëè âñå òî÷êè åå ãðàôèêà ðàñïîëîæåíû íèæå (âûøå) ëþáîé êàñà-
òåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè íà ýòîì èíòåðâàëå.

Òî÷êà, â êîòîðîé ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè,
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Íà ðèñ. 44 òî÷êîé ïåðåãèáà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x = c. Íà èíòåðâàëå
(a; c) ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ ââåðõ, íà èíòåðâàëå (c; b) � âûïóêëàÿ
âíèç.

0

x

y

y = f HxL

a bc

Ðèñ. 44

Äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 11(äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïóêëîñòè íà èíòåðâà-
ëå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ
íà èíòåðâàëå (a; b) ÿâëÿëàñü âûïóêëîé ââåðõ (âûïóêëîé âíèç) äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà áûëà îòðèöàòåëü-
íîé (ïîëîæèòåëüíîé) íà ýòîì èíòåðâàëå, ò. å. f ′′(x) < 0 (f ′′(x) > 0)
çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ
f ′′(x) = 0.

Òåîðåìà 12 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåãèáà).
Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè y = f(x), òî
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ: f ′′(x0) = 0 èëè íå
ñóùåñòâóåò.

Òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïåðåãèáà (âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâó-
åò)íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè âòîðîãî ïîðÿäêà èëè òî÷-
êàìè âîçìîæíîãî ïåðåãèáà.
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Òåîðåìà 13 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåãè-

áà). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòî-
ðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x0, â êîòîðîé f ′′(x0) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò. Åñëè âòîðàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ f ′′(x) ôóíêöèè y = f(x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó x0
ìåíÿåò ñâîé çíàê, òî òî÷êà (x0; f(x0)) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà
äàííîé ôóíêöèè.

Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ íà âûïóêëîñòü è ïåðåãèá
ôóíêöèè

1. Íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′(x).

2. Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. êîðíè óðàâ-
íåíèÿ f ′′(x) = 0 è òî÷êè, â êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå
ñóùåñòâóåò.

3. Âû÷èñëÿåì çíàê f ′′(x) ñëåâà è ñïðàâà îò êàæäîé êðèòè÷åñêîé
òî÷êè è äåëàåì âûâîä î íàïðàâëåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèè
íà ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå è íàëè÷èè ïåðåãèáà ôóíêöèè
â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

4. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåãèáà.

Ïð èì å ð 133. Ôóíêöèÿ y = x3 âûïóêëà ââåðõ íà èíòåðâàëå (∞; 0)

âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî y′′ = 6x < 0 íà ýòîì èíòåðâàëå, è âûïóêëà âíèç íà

èíòåðâàëå (0; ∞), òàê êàê íà ýòîì èíòåðâàëå y′′ = 6x > 0. Òî÷êà (0; 0)

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå èõ
ãðàôèêîâ

Ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèé è ïîñòðîåíèè èõ ãðàôèêîâ ðåêîìåí-
äóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó:

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ïðîìåæóòêè íåïðåðûâ-
íîñòè, òî÷êè ðàçðûâà.

2. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ÷åòíîñòü èëè íå÷åòíîñòü, ïåðèîäè÷-
íîñòü.

3. Íàéòè (ïî âîçìîæíîñòè) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè
ñ îñÿìè êîîðäèíàò, èíòåðâàëû çíàêîîïðåäåëåííîñòè.
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4. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòè òî÷åê ðàçðûâà è íàéòè
âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû.

5. Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè, íàéòè ãî-
ðèçîíòàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû.

6. Íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè è ýêñòðåìóìû.

7. Íàéòè èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ôóíêöèè è òî÷êè ïåðåãèáà.

8. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè.

9. Ïî ãðàôèêó ôóíêöèè îïðåäåëèòü îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Ïð èì å ð 134. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = 3x4−8x3+6x2 è ïîñòðî-
èòü åå ãðàôèê.

1. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, ò. å.
x ∈ (−∞; +∞), ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî÷åê ðàç-
ðûâà íåò.

2. Ïðîâåðÿåì ôóíêöèþ íà ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü

f(−x) = 3(−x)4 − 8(−x)3 + 6(−x)2 = 3x4 + 8x3 + 6x2,

f(−x) ̸= f(x), f(−x) ̸= −f(x),

çíà÷èò, ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé. Ôóíêöèÿ íåïåðèî-
äè÷åñêàÿ.

3. Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox, åå óðàâíåíèå y = 0:

3x4 − 8x3 + 6x2 = 0, x2(3x2 − 8x+ 6) = 0,

x = 0 èëè 3x2 − 8x+ 6 = 0.

Ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà îòðèöàòåëüíûé, äðó-
ãèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåò.

-

$'
x

f(x)

0

s+ +

Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy, åå óðàâíåíèå x = 0; ïîëó÷àåì òó
æå òî÷êó.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò O(0; 0).
4. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷åê

ðàçðûâà íåò, çíà÷èò, íåò è âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò.
5. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
x→±∞

(3x4 − 8x3 + 6x2) = +∞.
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Ãðàôèê ôóíêöèè ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò íå èìååò.
Íàéäåì íàêëîííûå àñèìïòîòû:

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

3x4 − 8x3 + 6x2

x
= ∞,

ñëåäîâàòåëüíî, íàêëîííûõ àñèìïòîò ó ãðàôèêà ôóíêöèè òàêæå íåò.
6. Íàéäåì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè è åå ýêñòðåìóìû.

Âû÷èñëèì y′ = 12x3 − 24x2 + 12x = 12x(x2 − 2x + 1) = 12x(x − 1)2.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè; y′ = 0 â òî÷êàõ
x = 0 è x = 1. Ïîñêîëüêó ïðè x < 0 f ′(x) < 0, à ïðè x ∈ (0; 1) è ïðè
x > 1 f ′(x) > 0, òî x = 0 � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè è fmin = f(0) = 0.
Â òî÷êå x = 1 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè çíàê íå ìåíÿåò, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Íà èíòåðâàëå (−∞; 0) ôóíêöèÿ
óáûâàåò, íà èíòåðâàëå (0; +∞) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò.

-

$'$'
x

f ′(x)

f(x)
0 1

ss− + +

QQs ��3 ��3
min

7. Íàéäåì èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ôóíêöèè è òî÷êè ïåðåãèáà.
Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

y′′ = 36x2 − 48x+ 12 = 12(3x2 − 4x+ 1) =

= 36

(
x− 1

3

)
(x− 1).

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′′ = 0 â òî÷êàõ x =
1

3
è x = 1. Î÷åâèäíî,

÷òî y′′ > 0 íà èíòåðâàëàõ

(
−∞;

1

3

)
è (1; +∞), ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòèõ

èíòåðâàëàõ ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç; y′′ < 0 íà èíòåðâàëå

(
1

3
; 1

)
, íà ýòîì

èíòåðâàëå ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ.

-

$'$'
x

f ′′(x)

f(x)
1

3
1

ss+ − +


	 �� 
	
ò.ï. ò.ï.

Òî÷êè x =
1

3
è x = 1 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

â ýòèõ òî÷êàõ y

(
1

3

)
=

11

27
è y(1) = 1.
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8. Ãðàôèê ôóíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 45

9. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè E(y): y ∈ [0; +∞).

Ïðèì å ð 135. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y =
x2

2(x− 1)
è ïîñòðîèòü åå

ãðàôèê.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: D(y): (−∞; 1)∪ (1; +∞). Ôóíêöèÿ

íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, x = 1 � òî÷êà ðàçðûâà.
2. Ïðîâåðÿåì ôóíêöèþ íà ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü:

y(−x)=
(−x)2

2(−x− 1)
=− x2

2(x+ 1)
; y(−x) ̸= y(x), y(−x) ̸= −y(x).

Èòàê, ôóíêöèÿ íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ, íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

3. Ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèÿ x = 0 ïîëó÷èì y(0) =
0

2(0− 1)
= 0. Òà-

êóþ æå òî÷êó ïîëó÷èì, åñëè ïðèðàâíÿåì ôóíêöèþ ê íóëþ. Òî÷êà O(0, 0)
� åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

-

$'$'
x

f(x)

0 1

ds− − +

4. Â äàííîì ñëó÷àå èìååì îäíó òî÷êó ðàçðûâà x = 1. Âû÷èñëèì ïðåäåëû
ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè:

lim
x→1−0

x2

2(x− 1)
= −∞; lim

x→1+0

x2

2(x− 1)
= +∞.
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Èòàê, x = 1 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà. Ïðÿìàÿ x = 1 ÿâëÿåòñÿ
âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ôóíêöèè.

5. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
x→±∞

x2

2(x− 1)
= ±∞,

ñëåäîâàòåëüíî, ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò. Óðàâ-
íåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû èìååò âèä y = kx+ b. Íàõîäèì

k = lim
x→±∞

x2

2x(x− 1)
= lim

x→±∞

x2

2x2(1− 1
x
)
=

1

2
;

b = lim
x→±∞

(
x2

2(x− 1)
− 1

2
x

)
= lim

x→±∞

x2 − x(x− 1)

2(x− 1)
=

= lim
x→±∞

x

2(x− 1)
=

1

2
.

Óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû y =
1

2
x+

1

2
.

6. Äëÿ îòûñêàíèÿ èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè âû÷èñëÿåì ïåðâóþ ïðî-
èçâîäíóþ ôóíêöèè

y′ =
2x · (x− 1)− x2

2(x− 1)2
=

x(x− 2)

2(x− 1)2
.

Ïðèðàâíèâàÿ åå ê íóëþ, ïîëó÷èì êðèòè÷åñêèå òî÷êè x = 0, x = 2 è x = 1
(íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïðîèçâîä-
íîé ñëåâà è ñïðàâà îò íàéäåííûõ òî÷åê ðàçáèåíèÿ.

-

$'$'$'
x

f ′(x)

f(x)
0 1 2

ds s+ − − +

QQs��3 QQs ��3
max mim

Èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëàõ (−∞; 0) è 2; +∞ è íà èíòåðâà-
ëàõ (0; 1), (1; 2) óáûâàåò.

Òî÷êà x = 0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, x = 2 � ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè:

ymax = y(0) = 0,

ymin = y(2) =
22

2(2− 1)
= 2.
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7. Äëÿ îòûñêàíèÿ èíòåðâàëîâ âûïóêëîñòè íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîä-
íóþ:

y′′ =
(2x− 2)(x− 1)2 − 2x(x− 2)(x− 1)

2(x− 1)4
=

1

(x− 1)3
.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà ïðè x = 1, êàê è ñàìà ôóíêöèÿ,
è íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷åê ïåðåãèáà ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè íå èìååò. Ïðè
x < 1 f ′′(x) < 0, ïðè x > 1 f ′′(x) > 0, ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëå
(−∞; 1) ãðàôèê ôóíêöèè âûïóêëûé ââåðõ, à íà èíòåðâàëå (1; +∞) �
âûïóêëûé âíèç.

-

$'
x

f ′′(x)

f(x)
1

d− +�� 
	
8. Ãðàôèê ôóíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 46.

0

x

y

2

2

4

4

-2

-2

-4

-4

y
x

x

x

=

-1

y= + 1x
2

2

2

H L

x = 1

Ðèñ. 46

9. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè E(y): y ∈ (−∞; 0] ∪ [2; +∞).

Ïðèì å ð 136. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y =
(x− 1)3

(x+ 1)2
è ïîñòðîèòü åå

ãðàôèê.
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1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(y): (∞; −1) ∪ (−1; +∞). Ôóíê-
öèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, x = −1 � òî÷êà
ðàçðûâà.

2. Ïðîâåðÿåì ôóíêöèþ íå ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü:

y(−x) =
(−x− 1)3

(−x+ 1)2
=

−(x+ 1)3

(−x+ 1)2
; y(−x) ̸= y(x), y(−x) ̸= −y(x).

Èòàê, ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé. Ôóíêöèÿ íåïåðèî-
äè÷åñêàÿ.

3. Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ïðè x = 0 ïîëó-

÷àåì y(0) = −1. Ïðèðàâíÿåì ôóíêöèþ ê íóëþ:
(x− 1)3

(x+ 1)2
= 0, ïîëó÷èì

x = 1.

-

$'$'
x

f(x)

−1 1

sd− − +

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îñè êîîðäèíàò â òî÷êàõ
(0,−1) è (1, 0).

4. Ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ â òî÷êå x = −1. Íàéäåì îäíîñòîðîííèå
ïðåäåëû ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:

lim
x→−1−0

(x− 1)3

(x+ 1)2
= −∞, lim

x→−1+0

(x− 1)3

(x+ 1)2
= −∞,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ x = −1 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.
5. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
x→±∞

(x− 1)3

(x+ 1)2
= ±∞.

Ãðàôèê ôóíêöèè ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò íå èìååò.
Íàéäåì íàêëîííûå àñèìïòîòû:

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

(x− 1)3

(x+ 1)2x
= lim

x→±∞

x3 − 3x2 + 3x− 1

x3 + 2x2 + x
= 1,

b = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→±∞

(
(x− 1)3

(x+ 1)2
− 1 · x

)
=

= lim
x→±∞

−5x2 + 2x− 1

x2 + 2x+ 1
= −5,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ y = x−5 ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà
ôóíêöèè.
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6. Íàéäåì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè è åå ýêñòðåìóìû. Âû-
÷èñëèì

y′ =
3(x− 1)2 · (x+ 1)2 − (x− 1)3 · 2(x+ 1)

(x+ 1)4
=

=
(x− 1)2(x+ 1)(3(x+ 1)− 2(x− 1)

(x+ 1)4
=

(x− 1)2(x+ 5)

(x+ 1)3
.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå x = −1. Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
íóëþ â òî÷êàõ x = 1 è x = −5. Ïðè x ∈ (−5; −1) f ′(x) < 0, à ïðè
x ∈ (−∞; −5) ∪ (−1; +∞) f ′(x) > 0.

-

$'$'$'
x

f ′(x)

f(x)
−5 −1 1

ds s+ − + +

QQs��3 ��3 ��3
max

òî÷êà x = −5 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè è fmax = f(−5) = −13,5. Â
òî÷êå x = 1 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè çíàê íå ìåíÿåò, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Íà èíòåðâàëå (−5; −1) ôóíêöèÿ
óáûâàåò, íà èíòåðâàëàõ (−∞; −5), (−1; +∞) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò.

7. Íàéäåì èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ôóíêöèè è òî÷êè ïåðåãèáà. Âû÷èñ-
ëèì

y′′=
2(x− 1)(x+ 5) + (x+ 1)2)(x+ 1)3 − 3(x− 1)2(x+ 5)(x+ 1)2

(x+ 1)6
=

=
(x+ 1)2(x− 1)((x+ 1)(3x+ 9)− 3(x2 + 4x− 5))

(x+ 1)6
=

24(x− 1)

(x+ 1)4
.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå x = −1, êîòîðàÿ íå
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè; y′′ = 0 â òî÷êå x = 1. Î÷å-
âèäíî, ÷òî y′′ < 0 íà èíòåðâàëàõ (−∞; −1), (−1; 1), ñëåäîâàòåëüíî, íà
ýòèõ èíòåðâàëàõ ãðàôèê ôóíêöèè âûïóêëûé ââåðõ; y′′ > 0 íà èíòåðâàëå
(1; +∞), íà ýòîì èíòåðâàëå ãðàôèê ôóíêöèè âûïóêëûé âíèç.

-

$'$'
x

f ′′(x)

f(x)
−1 1

sd− − +�� �� 
	
ò.ï.

Òî÷êà x = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå
y(1) = 0.

8. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñ. 47.

9. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè E(y): y ∈ (−∞; +∞).
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x

y
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-5

3

2

H L

H L

x
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1

-1

-13.5

-5

Ðèñ. 47

Óïðàæíåíèÿ

Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

97. y = 5x4 + x− 3 3
√
x− 17

x5
+

2√
x
−
√
5.

98. y = 3 sinx+
ctg x√

2
− 7 · 2x − lnx+

arcsinx

2
− arcctg x.

99. y =
(
2x3 − 5

)
cosx. 100. y =

ln 3 · sinx+ cosx

3x

101. y =
5

√
(4 + 5x)

2
+ 3

√
π. 102. y = sin (3− 5x) +

1

e
.

103. y = ln
3x− 2

4x+ 3
. 104. y = ln3 (2x− 1).

105. y = arctg x3 · e2x+3. 106. y = arctg3 x ·
√
lnx.

107. y =
ln cosx

cosx
. 108. y =

ln
3
√
x4

tg 4x
.
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Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

109. y = arcsin
(
3x4 − 3

)
â òî÷êå x0 = 1.

110. y = 4 ln5 x â òî÷êå x0 = e2.

111. y =
cos 5x

ln
√
x
â òî÷êå x0 =

π

5
.

112. y = (sinx)tg x. 113. y = (x+ 1)x
2

.

114. Äàíà êðèâàÿ y = 3x2 − x. Íàéòè òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êà-
ñàòåëüíîé ê äàííîé êðèâîé â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = −1. Íàïèñàòü
óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è óðàâíåíèå íîðìàëè ê äàííîé êðèâîé â
ýòîé òî÷êå.

115. Ïóñòü çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàäàí ôóíêöèåé
x (t) = 6 + 8t − t2, ãäå x � êîîðäèíàòà òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t.
Íàéòè ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t = 3.

116. Îáúåì ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííûé áðèãàäîé ðàáî÷èõ, ìîæåò

áûòü îïèñàí óðàâíåíèåì u = −5

6
t3 +

15

2
t2 +100t+50, 0 ⩽ t ⩽ 8, ãäå

t � ðàáî÷åå âðåìÿ â ÷àñàõ. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà
÷åðåç ÷àñ ïîñëå íà÷àëà ðàáîòû è çà ÷àñ äî åå îêîí÷àíèÿ.

117. Ïóñòü çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàäàí ôóíêöèåé
x (t) = 4+10t3, ãäå x � êîîðäèíàòà òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t. Íàéòè
óñêîðåíèå òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t = 2.

118. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé äî ïÿòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-
íî:

à) y = x4 + 4x3 + 3x2 + 2. á) y = cos 5x.

119. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà ôóíêöèé:

à) y = cos2 x. á) y = x sinx.
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Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè:

120. y = tg 3x. 121. y = cos 7x. 122. y = ectg x.

123. Íàéòè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

à) y =
√
3x+ 7. á) y =

1

x2
.

Íàéòè ïðåäåë ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

124. lim
x→1

x3 + x2 − 5x+ 3

x3 − 4x2 + 5x− 2
125. lim

x→∞

lnx

x3
.

126. lim
x→0

x− arctg x

x3
. 127. lim

x→0

lnx

1 + 2 ln sinx
.

128. lim
x→0

e3x − 3x− 1

sin2 5x
. 129. lim

x→1

(
2

1− x2
− 3

1− x3

)
.

Íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû ôóíêöèé:

130. y = 4x3 + 3x2 − 6x− 5. 131. y =
x3

1 + x2
.

132. y = xex. 133. y = ln(x2 + 2x− 2).

134. Äàíà ôóíêöèÿ y = 3x2−6x. Íàéòè åå íàèáîëüøåå è íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå x ∈ [0; 3].

135. Äàíà ôóíêöèÿ y = x4 − 8x2 + 3. Íàéòè åå íàèáîëüøåå è íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå x ∈ [−3; 1].

Äëÿ äàííûõ ôóíêöèé íàéòè èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïå-
ðåãèáà ãðàôèêà:

136. y = 2x3 − 3x2 + 15. 137. y = e−x2

.

138. y =
2x

1 + x2
.
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Èññëåäîâàòü ôóíêöèè è ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè:

139. y =
x4

4
+ x3. 140. y =

2x3

x2 − 4
.

141. y =
4x2 − 1

1 + x2
. 142. y = 3x2ex.

5. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

5.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ìíîãèì ïðèðîäíûì, ýêîíîìè÷åñêèì è ñîöèàëüíûì ÿâëåíèÿì
ïðèñóùà ìíîãîôàêòîðíàÿ çàâèñèìîñòü. Èññëåäîâàíèå òàêèõ çàâè-
ñèìîñòåé ïðèâåëî ê ñîâåðøåíñòâîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà,
â ÷àñòíîñòè, ê ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèì å ð 137. Óðàâíåíèå p = RcρT � îäíî èç óðàâíåíèé, îïèñûâà-

þùåå ñîñòîÿíèå ñóõîãî âîçäóõà, ãäå p � äàâëåíèå, Rc � óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ

ïîñòîÿííàÿ ñóõîãî âîçäóõà, ρ � ïëîòíîñòü, T � òåìïåðàòóðà. Ôóíêöèÿ

p = p(ρ, T ) � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü èìååòñÿ n ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, è êàæäîìó íàáîðó èõ
çíà÷åíèé (x1, x2, . . . , xn) èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâó-
åò îäíî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé âåëè÷èíû z. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íà
ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

z = f(x1, x2, . . . , xn).

Ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåí-
íûìè èëè àðãóìåíòàìè, z � çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à ñèìâîë f
îçíà÷àåò çàêîí ñîîòâåòñòâèÿ. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Ï ð èì å ð 138. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-

íûõ z =
√

1− x2
1 − x2

2.

Äëÿ äàííîé ôóíêöèè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ óñëîâèåì

1− x2
1 − x2

2 ⩾ 0 èëè x2
1 + x2

2 ⩽ 1,

ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Â äàííîé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ, íî ïðàêòè÷åñêè âñå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû ëåãêî ïåðåíî-
ñÿòñÿ íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü z = f(x, y). Òî-
ãäà åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè xOy.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî òî÷åê òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z),
àïïëèêàòà z êîòîðûõ ñâÿçàíà ñ àáñöèññîé x è îðäèíàòîé y äàííûì
ñîîòíîøåíèåì z = f(x, y).

Îáû÷íî ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïåðåìåííûõ x, y, z.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè z = f(x, y) ïîëåçíî ðàññìàò-
ðèâàòü ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé z = f(x, y0) è z = f(x0, y). Èõ
ãðàôèêè � ýòî ëèíèè ïåðåñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) è ïëîñ-
êîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì xOz è yOz, ò. å.
ïëîñêîñòÿìè y = y0 è x = x0.

Ï ð èì å ð 139. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè z = x2 + y2.

Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè z = x2 + y2 ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êî-

îðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì xOz è yOz, ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëàìè. Íàïðèìåð,

ïðè y = h (ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè xOz) ïîëó÷àåì ïàðàáî-

ëû z = x2 + h2. Â ñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ z = h (ïàðàëëåëüíîé

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xOy) ïîëó÷àþòñÿ îêðóæíîñòè x2 + y2 = h2.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàáî-

ëîèäîì (ñì. ðèñ. 48).

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ � áîëåå ñëîæ-
íûé îáúåêò, ÷åì ãðàôèê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Èçîáðàæåíèÿ
ôóíêöèé òðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ íå èìåþò ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ñìûñëà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ ôóíêöèè, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ åå ëèíèè óðîâíÿ (ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ).

Ëèíèåé óðîâíÿ ôóíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê ïëîñêîñòè xOy, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå, ò.å. óðàâíåíèå ëèíèè óðîâíÿ åñòü

f(x, y) = C, ãäå C = const. (30)

Åñëè ïåðåñåêàòü ãðàôèê ôóíêöèè z = f(x, y) ïëîñêîñòÿìè z = C,
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0

z

x

y

Ðèñ. 48

ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ C, è ïðîåêòèðîâàòü ëèíèè ïåðåñå-
÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü xOy, ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó ëèíèé óðîâíÿ
(ðèñ. 49).

0

z

x

y

Ðèñ. 49

Ïðèì å ð 140. Ïîñòðîèòü ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = x2 + y2.
Ïðèäàâàÿ z íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ z = 0, z = 1, z = 2, . . . (î÷å-

âèäíî, ÷òî z íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ëèíèé
óðîâíÿ ôóíêöèè: x2 + y2 = 0 � òî÷êà O(0; 0); x2 + y2 = 1 � îêðóæíîñòü
ðàäèóñà R = 1 ñ öåíòðîì O(0; 0); x2 + y2 = 2 � îêðóæíîñòü ðàäèóñà
R =

√
2 ñ öåíòðîì O(0; 0) è ò.ä. (ðèñ. 50).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåé-
ñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè z = x2 + y2 ðàñòåò âäîëü êàæäîãî

ðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè

(x, y, z) ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ÿìó¿ ñ êðó-

òî ðàñòóùèìè êðàÿìè (ñì. ðèñ. 48).
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Ðèñ. 50

Ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèè u = f(x, z, y) íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z), äëÿ êî-
òîðûõ äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Ëèíèè è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïîñòîÿííî âñòðå÷àþòñÿ â ôèçè÷å-
ñêèõ âîïðîñàõ. Íàïðèìåð, ñîåäèíèâ íà êàðòå ïîâåðõíîñòè Çåìëè
òî÷êè ñ îäèíàêîâîé ñðåäíåé ñóòî÷íîé òåìïåðàòóðîé èëè ñ îäèíàêî-
âûì ñðåäíèì ñóòî÷íûì äàâëåíèåì, ïîëó÷èì ëèíèè óðîâíÿ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ èçîòåðìû è èçîáàðû, ÿâëÿþùèåñÿ âàæíûìè èñõîäíû-
ìè äàííûìè äëÿ ïðîãíîçà ïîãîäû. Òàêæå, íàïðèìåð, â ãåîãðàôèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêâèñêàëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü f(x, y, z, t) = C � ïî-
âåðõíîñòü, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé ìåòåîðîëîãè÷åñêàÿ âåëè÷èíà
ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Èçâåñòíû èçîáàðè÷åñêèå ïîâåðõ-
íîñòè (p � const), èçîòåðìè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (T � const), èçîïèê-
íè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (ρ �const) è ò. ä.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z = f(x, y) â íåêîòîðîé òî÷êå (x, y). Ïå-
ðåéäåì îò òî÷êè (x, y) ê íîâîé òî÷êå (x + ∆x, y), ò. å. äàäèì ïå-
ðåìåííîé x ïðèðàùåíèå ∆x, îñòàâëÿÿ ïåðåìåííóþ y íåèçìåííîé.
Ðàçíîñòü

∆xz = f(x+∆x, y)− f(x, y)

íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè z = f(x, y) ïî ïåðå-
ìåííîé x. Àíàëîãè÷íî, åñëè ïåðåìåííîé y äàòü ïðèðàùåíèå ∆y,
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îñòàâëÿÿ ïåðåìåííóþ x íåèçìåííîé, òî ðàçíîñòü

∆yz = f(x, y +∆y)− f(x, y)

íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè z = f(x, y) ïî ïåðå-
ìåííîé y. Åñëè îáå ïåðåìåííûå x è y ïîëó÷èëè ïðèðàùåíèÿ ∆x è
∆y, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆z = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè z = f(x, y), èëè ïðîñòî
ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå è ïîëíûå ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, áîëüøèì äâóõ.

Çàìå÷àíèå. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ðàâíî ñóììå ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé.

Ïð èì å ð 141. Íàéòè ÷àñòíûå è ïîëíîå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè

z = x · y.

×àñòíîå ïðèðàùåíèå ïî ïåðåìåííîé x ðàâíî

∆xz = (x+∆x) · y − x · y = ∆x · y;

÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ïî ïåðåìåííîé y ðàâíî

∆yz = x · (y +∆y)− x · y = x ·∆y.

Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ðàâíî

∆z = (x+∆x) · (y +∆y)− x · y = ∆x · y + x ·∆y +∆x ·∆y.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∆z ̸= ∆xz +∆yz.

×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè z = f(x, y) ïî ïåðåìåííîé x
íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ∆xz
ê ïðèðàùåíèþ ïåðåìåííîé ∆x ïðè ∆x→ 0 è îáîçíà÷àåòñÿ z′x (èëè

f ′x(x, y), èëè
∂z

∂x
), ò.å.

z′x = lim
∆x→0

∆xz

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x
.

Àíàëîãè÷íî, ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè z = f(x, y) ïî ïåðåìåí-
íîé y íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè
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∆yz ê ïðèðàùåíèþ ïåðåìåííîé ∆y ïðè ∆y → 0 è îáîçíà÷àåòñÿ z′y

(èëè f ′y(x, y), èëè
∂z

∂y
), ò. å.

z′y = lim
∆y→0

∆yz

∆y
= lim

∆y→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
.

×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïî îäíîé èç
ýòèõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèðàùåíèå ïåðåìåííîé
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïîñêîëüêó ∆xz âû÷èñëÿåòñÿ ïðè íåèçìåííîì çíà÷åíèè ïåðåìåí-
íîé y, à ∆yz � ïðè íåèçìåííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé x, òî îïðåäåëå-
íèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x ôóíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ
îáûêíîâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé x, âû÷èñ-
ëåííàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî y � ïîñòîÿííàÿ;

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y ôóíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ
îáûêíîâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé y, âû÷èñ-
ëåííàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x � ïîñòîÿííàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñîâ-
ïàäàþò ñ ïðàâèëàìè, ðàññìîòðåííûìè äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåí-
íîé.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è âû÷èñëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ.

Ïðèì å ð 142. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

z = x ln y +
y

x
.

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x (ñ÷èòàåì y êîíñòàíòîé) ðàâíà

z′x = (x)′x ln y + y ·
(
1

x

)′

x

= ln y − y

x2
;

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y (ñ÷èòàåì x êîíñòàíòîé) ðàâíà

z′y = x(ln y)′y +

(
1

x

)
(y)′y =

x

y
+

1

x
.

Ïðèì å ð 143. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = xy.
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Ïðè ôèêñèðîâàííîì y èìååì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ îò x, ïîýòîìó

z′x = y · xy−1.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé îòíîñèòåëüíî y

z′y = xy · lnx.

Ïðèì å ð 144. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

u = x6 − y4 + 3z5.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ, òî è ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ èìååò òðè. Ïðè íàõîæäåíèè u′
x ñ÷èòàåì ïîñòîÿííûìè ïå-

ðåìåííûìè y è z, ò.å. u′
x = 6x5. Àíàëîãè÷íî, ñ÷èòàÿ êîíñòàíòàìè x è z,

ïîëó÷àåì u′
y = −4y3 è, ñ÷èòàÿ êîíñòàíòàìè x è y, ïîëó÷àåì u′

z = 15z4.

Ïðèì å ð 145. Ïîòîê ïàññàæèðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé z =
x2

y
,

ãäå x � ÷èñëî æèòåëåé, y � ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè. Íàéòè ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå è ïîÿñíèòü èõ ñìûñë.

Ïðîèçâîäíàÿ z′x =
2x

y
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îäíîì è òîì æå ðàññòî-

ÿíèè ìåæäó ãîðîäàìè óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïàññàæèðîâ ïðîïîðöèîíàëüíî

óäâîåííîìó ÷èñëó æèòåëåé. Ïðîèçâîäíàÿ z′y = −x2

y2
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè

îäíîé è òîé æå ÷èñëåííîñòè æèòåëåé óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïàññàæèðîâ îá-

ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãîðîäàìè.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé äâóõ ïå-

ðåìåííûõ. Ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü P .
Px � ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè P ñ ïëîñêîñòüþ y = y0,
Py � ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè P ñ ïëîñêîñòüþ x = x0.
×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé x

f ′x(x0, y0) = tgα,

ãäå α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ëèíèè Px îòíîñèòåëüíî îñè Ox,
à ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé y

f ′y(x0, y0) = tg β,

ãäå β � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ëèíèè Py îòíîñèòåëüíî îñè Oy.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòûõ ïðîèçâîäíûõ. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ôóíêöèè ïî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé îñè.
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Ðèñ. 51

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Îáîáùàÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè íà ñëó÷àé äâóõ íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåò-
ñÿ ñóììà ïðîèçâåäåíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè íà ïðè-
ðàùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ò. å.

dz = z′x∆x+ z′y∆y.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆x = dx è ∆y = dy, ôîðìóëó äèôôåðåíöèàëà
ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dz = z′xdx+ z′ydy. (31)

Ôóíêöèÿ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
(x, y), åñëè åå ïîëíîå ïðèðàùåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆z = dz + α∆x+ β∆y,

ãäå dz � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè, α è β � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè
∆x→ 0 è ∆y → 0.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ, êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé, ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé, ëèíåéíîé
îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé àðãóìåíòîâ, ÷àñòüþ ïîëíîãî ïðèðàùå-
íèÿ ôóíêöèè.
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Äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè äâóõ ïå-
ðåìåííûõ âûðàæàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 14. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z′x è z′y
íåïðåðûâíû â òî÷êå (x, y), òî ôóíêöèÿ z = f(x, y) äèôôåðåíöèðó-
åìà â ýòîé òî÷êå.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè M(x, y) è ïóñòü l⃗ � íåêîòîðûé âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷-

êå M . Íàïðàâëåíèå âåêòîðà l⃗ îïðåäåëÿþò íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
(ñì. ñ. 46). Ïåðåìåñòèì òî÷êó M(x, y) âäîëü íàïðàâëåíèÿ l⃗ â òî÷êó
M1(x+∆x, y+∆y), òîãäà ôóíêöèÿ z = f(x, y) ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå

∆lz = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè â äàííîì íàïðàâëåíèè l
(ðèñ. 52).

0 x

y

l
M1

M N
Dx

Dy

Dr

Α

Β

x¢

y¢

Ðèñ. 52

Åñëè MM1 = ∆r åñòü âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè M , òî èç
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà MM1N ïîëó÷àåì ∆x = ∆r · cosα,
∆y = ∆r · cosβ, ñëåäîâàòåëüíî,

∆lz = f(x+∆r · cosα, y +∆r · cosβ)− f(x, y).
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Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè z = f(x, y) ïî íàïðàâëåíèþ l íàçûâàåòñÿ
ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò) îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ∆lz ôóíêöèè

z = f(x, y) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà l⃗ ê âåëè÷èíå ýòîãî ñìåùåíèÿ ∆r
ïðè óñëîâèè, ÷òî ∆r → 0, ò.å.

z′l = lim
∆r→0

∆lz

∆r
.

Ïðîèçâîäíàÿ z′l õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â

íàïðàâëåíèè l⃗.
Åñëè íàïðàâëåíèå l⃗ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox, òî ïðî-

èçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïå-
ðåìåííîé x. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ îñè Oy ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé y.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

z′l = z′x · cosα+ z′y · cosβ.

Äëÿ ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y, z) ïðîèçâîäíàÿ ïî

íàïðàâëåíèþ l⃗ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîð-
ìóëà èìååò âèä

u′l = u′x · cosα+ u′y · cosβ + u′z · cos γ,

ãäå cosα, cosβ, cos γ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà l⃗.

Ï ð èì å ð 146. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = x2 − y2 â íàïðàâ-
ëåíèè âåêòîðà l⃗, îáðàçóþùåãî óãîë α = 60◦ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëå-
íèåì îñè Ox.

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x = 2x, z′y = −2y. Ïîñêîëüêó α = 60◦,

óãîë β = 90◦ − α = 30◦, cosα = 1/2, cosβ =
√
3/2. Ñëåäîâàòåëüíî,

z′l = 2x · 1
2
+ (−2y) ·

√
3

2
= x−

√
3y.

Ïðèì å ð 147. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = 2x + 3ex−y â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðà l⃗ = {3; −3}.

Âåêòîð l⃗ çàäàí ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, íàéäåì íàïðàâëÿþùèå êîñèíó-
ñû âåêòîðà l⃗. Äëèíà âåêòîðà

|⃗l| =
√

32 + (−3)2 =
√
18 = 3

√
2,

òîãäà íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû:

cosα =
3

3
√
2
=

√
2

2
, cosβ =

−3

3
√
2
= −

√
2

2
.
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = 2x+ 3ex−y:

z′x = 2 + 3ex−y, z′y = −3ex−y.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà l⃗ ðàâíà

z′l =
(
2 + 3ex−y) · √2

2
+
(
−3ex−y) · (−√

2

2

)
=

√
2 + 3

√
2ex−y.

Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè z = f(x, y) â òî÷êå M(x, y) íàçûâàåòñÿ
âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå M , èìåþùèé ñâîèìè êîîðäèíàòàìè ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z, âû÷èñëåííûå â äàííîé òî÷êå. Îáîçíà-
÷àåòñÿ ãðàäèåíò ∇z èëè grad z:

grad z = z′x⃗i+ z′y j⃗ (èëè grad z = {z′x; z′y}).
Ãðàäèåíò ôóíêöèè grad z � ýòî âåêòîð, óêàçûâàþùèé íàïðàâëå-

íèå íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè z = f(x, y) â äàííîé òî÷êå

è èìåþùèé ìîäóëü |grad z| =
√
(z′x)

2 + (z′y)
2, ðàâíûé ñêîðîñòè íàè-

áîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ.

Ï ð èì å ð 148. Íàéòè íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè
z = 3x2y3 − 4x â òî÷êå M0(−1; 2).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

z′x = 6xy3 − 4; z′y = 9x2y2.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå M0:

z′x = −52; z′y = 36.

Ïîëó÷àåì ãðàäèåíò grad z = {−52; 36}.
Ñêîðîñòü íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ

|gradz| =
√

(−52)2 + (36)2 = 20
√
10.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 15. Ïóñòü çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ

ïåðåìåííûõ z = f(x, y), è â òî÷êå M0(x0, y0) âåëè÷èíà ãðàäèåíòà
îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà ãðàäèåíò ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå ïåðïåí-
äèêóëÿðåí ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíò ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ
u = f(x, y, z):

gradu = {u′x; u′y; u′z}.
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Ïðèì å ð 149. Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè u =
x

y
+z2 â òî÷êåM0(2; 1; 0).

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

u′
x =

1

y
; u′

y = − x

y2
; u′

z = 2z.

Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå M0:

u′
x(M0) =

1

1
= 1; u′

y(M0) = − 2

12
; u′

z = 2 · 0 = 0.

Ïîëó÷àåì gradu(M0) = {1; −2; 0}.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y) îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ x è y. Åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x = f ′x(x, y) è z′y = f ′y(x, y)
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ. Åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, òî èõ ïðîèçâîäíûå íàçûâàþòñÿ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà (èëè ïðîñòî âòîðûìè

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè) è îáîçíà÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z′′xx =
∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
= (z′x)

′
x = f ′′xx(x, y);

z′′xy =
∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
= (z′x)

′
y = f ′′xy(x, y);

z′′yy =
∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=
(
z′y
)′
y
= f ′′yy(x, y);

z′′yx =
∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=
(
z′y
)′
x
= f ′′yx(x, y).

(32)

Ïðîèçâîäíûå z′′xy è x
′′
yx íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè.

Äëÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 16. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà

ôóíêöèè z = f(x, y) íåïðåðûâíû â òî÷êå, òî â ýòîé òî÷êå ïðî-
èçâîäíûå z′′xy è x′′yx ðàâíû, ò. å. ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå
çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

x′′xy = x′′yx.

Ïðèì å ð 150. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíê-

öèè z = x · ln y +
y

x
.
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Â ïðèìåðå 142 (ñ. 140) óæå íàéäåíû ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

z′x = ln y − y

x2
è z′y =

x

y
+

1

x
. Ïðîäîëæàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, íàõîäèì

z′′xx =
2y

x3
; z′′xy = z′′yx =

1

y
− 1

x2
; z′′yy = − x

y2
.

Ïðèì å ð 151. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè z = xy.

Â ïðèìåðå 143 (ñ. 140) íàéäåíû ïåðâûå ïðîèçâîäíûå z′x = y · xy−1 è
z′y = xy · lnx. Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîé ðàç, íàõîäèì

z′′xx = y(y − 1)xy−2; z′′xy = z′′yx = yxy−2 lnx; z′′yy = xy ln2 x.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è çàïèñûâàþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò ôóíêöèé òðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ.

Òåîðåìà 17. Åñëè äëÿ ôóíêöèè u = f(x1, x2, . . . , xn) êàêèå-
ëèáî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m ⩾ 2 îòëè÷àþòñÿ ìåæäó
ñîáîé òîëüêî ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íåïðåðûâíû â íåêî-
òîðîé òî÷êå, òî îíè â ýòîé òî÷êå èìåþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Ïð èì å ð 152. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè u = x6 − y4 + 3z5.

Ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íàéäåíû â ïðèìåðå 144 (ñ. 141). ×àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî:

u′′
xx = 30x4; u′′

yy = −12y2; u′′
zz = 60z3,

à âñå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå â äàííîì ñëó÷àå ðàâíû íóëþ, ò. å.

u′′
xy = u′′

yx = u′′
xz = u′′

zx = u′′
yz = uzy = 0.

Ïðîäîëæàÿ äèôôåðåíöèðîâàòü, ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà (òðåòüè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå) è ò. ä.

Ïðèì å ð 153. Äëÿ ôóíêöèè z = 3x2y5−2 cosx+7 ln y íàéòè ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

z′x = 6x y5 + 2 sinx, z′y = 15x2y4 +
7

y
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

z′′xx =
∂2z

∂x2
= 6y5 + 2 cosx, z′′yy =

∂2z

∂y2
= 60x2y3 − 7

y2
,
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z′′xy = z′′yx =
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= 30x y4.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà:

∂3z

∂x3
= −2 sinx,

∂3z

∂x2∂y
= 30y4,

∂3z

∂x∂y2
= 120x y3,

∂3z

∂y3
= 180x2y2 +

14

y3
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

∂4z

∂x4
= −2 cosx,

∂4z

∂x3∂y
= 0,

∂4z

∂x2∂y2
= 120y3,

∂4z

∂x∂y3
= 360x y2,

∂4z

∂y4
= 360x2y − 42

y4
.

Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

dz = z′xdx+ z′ydy.

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

d2z = d(dz) = z′′xx dx
2 + 2z′′xy dx dy + z′′yy dy

2.

Ïðèì å ð 154. Íàéòè äèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = x2 ln y.

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

z′x = 2x ln y, z′y =
x2

y
.

Òîãäà äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâåí

dz = z′x dx+ z′y dy = 2x lnx dx+
x2

y
dy.

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà

z′′xx = 2 ln y, z′′xy =
2x

y
, z′′yy = −x2

y2
.

Òîãäà äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí

d2z = z′′xx dx
2 + 2z′′xy dx dy + z′′yy dy

2 = 2 ln y dx2 +
4x

y
dx dy − x2

y2
dy2.
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5.2. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì

Òî÷êà M0(x0, y0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè z = f(x, y), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè M0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê (x, y) èç ýòîé îêðåñòíî-
ñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x0, y0) > f(x, y) (f(x0, y0) < f(x, y)).

Çíà÷åíèå ôóíêöèè z = f(x, y) â òî÷êå ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà (ìèíèìóìà) f(x0, y0) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì (ìèíèìó-
ìîì) ôóíêöèè.

Ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì ôóíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ ýêñ-

òðåìóìîì ýòîé ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýêñòðåìóì ôóíêöèè òðåõ è áîëüøåãî

÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Òåîðåìà 18 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü òî÷-

êàM(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè z = f(x, y). Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ′x(x0, y0) è
f ′y(x0, y0) â ýòîé òî÷êå ðàâíû íóëþ.

Òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà,
íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè èëè ñòàöèîíàðíûìè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà, ñîñòàâèì ìàòðèöó èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà
(ìàòðèöó Ãåññå)

G =

(
f ′′xx(x, y) f ′′xy(x, y)
f ′′yx(x, y) f ′′yy(x, y)

)
è âû÷èñëèì åå ãëàâíûå ìèíîðû â òî÷êå M0(x0, y0):

∆1 = |f ′′xx(x0, y0)| = f ′′xx(x0, y0);

∆2 =
f ′′xx(x, y) f ′′xy(x, y)
f ′′yx(x, y) f ′′yy(x, y)

=

=f ′′xx(x, y) · f ′′yy(x, y)− f ′′xy(x, y) · f ′′yx(x, y).

Òåîðåìà 19 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ z = f(x, y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â êðèòè÷åñêîé òî÷-
êå M0(x0, y0), â êîòîðîé f

′
x(x0, y0) = 0 è f ′y(x0, y0) = 0. Åñëè:
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1) ∆2 > 0, òî òî÷êà M0(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà,
ïðè÷åì, åñëè

∆1 > 0, òî òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà;
∆1 < 0, òî òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà;

2) ∆2 < 0, òî â òî÷êå M0(x0, y0) ôóíêöèÿ íå èìååò ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà;

3) ∆2 = 0, òî íåâîçìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè ýêñòðåìóìà
â äàííîé òî÷êå, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

z

y
x

0

Ðèñ. 53

Çàìå÷àíèå. Åñëè ∆2 < 0, òî òî÷êà M0(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ òàê
íàçûâàåìîé ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè z = f(x, y), òàê êàê ãðàôèê
ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè èìååò âèä ¾ñåäëà¿ (ðèñ. 53).
Òàêèå ñåäëîâûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè àíàëîãàìè òî÷åê ïå-
ðåãèáà ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè.

2. Ïðèðàâíèâàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ê íóëþ è ðåøàåì ïîëó-
÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ò.å. íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

3. Äëÿ êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà è äåëàåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âûâîäû.

4. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà.

Ïð èì å ð 155. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

z = 2 · x+ y + x2y + xy2

(1 + x2)(1 + y2)
.
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Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

z′x =
2

1 + y2
· (1 + 2xy + y2)(1 + x2)− (x+ y + x2y + xy2) · 2x

(1 + x2)2
=

=
2

1 + y2
· 1 + y2 − x2 − x2y2

(1 + x2)2
=

2(1 + y2)(1− x2)

(1 + y2)(1 + x2)2
=

2(1− x2)

(1 + x2)2
.

Àíàëîãè÷íî

z′y =
2(1− y2)

(1 + y2)2
.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
2(1− x2)

(1 + x2)2
= 0,

2(1− y2)

(1 + y2)2
= 0.

Ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðåøåíèÿ: A(1; 1), B(1; −1), C(−1; 1), D(−1; −1).
Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â êàæäîé

êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà

z′′xx =
4x(x2 − 3)

(1 + x2)3
, z′′yy =

4y(y2 − 3)

(1 + y2)3
, z′′xy = z′′yx = 0

è ñîñòàâëÿåì èç íèõ ìàòðèöó

G =


4x(x2 − 3)

(1 + x2)3
0

0
4y(y2 − 3)

(1 + y2)3

 .

1. Â òî÷êå A(1; 1) ìàòðèöà èìååò âèä

GA =

(
−1 0
0 −1

)
.

Âû÷èñëÿåì ãëàâíûå ìèíîðû. ∆2 = (−1)2 − 0 = 1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, â
òî÷êå A ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì è, ïîñêîëüêó ∆1 = −1 < 0, òî òî÷êà
A(1; 1) � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè. Âû÷èñëÿåì
zmax = z(1; 1) = 2.

2. Â òî÷êå B(1; −1) ìàòðèöà èìååò âèä

GB =

(
−1 0
0 1

)
.

Ãëàâíûé ìèíîð ∆2 = (−1) · 1 − 0 = −1 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìóìà
íåò è òî÷êà B(1; −1) � ñåäëîâàÿ.
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3. Â òî÷êå C(−1; 1) ìàòðèöà èìååò âèä

GC =

(
1 0
0 −1

)
.

Ãëàâíûé ìèíîð ∆2 = 1 · (−1) − 0 = −1 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìóìà
íåò è òî÷êà C(−1; 1) òàêæå ñåäëîâàÿ.

4. Â òî÷êå D(−1; −1) ìàòðèöà èìååò âèä

GD =

(
1 0
0 1

)
.

Ãëàâíûé ìèíîð ∆2 = 12 − 0 = 1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå D ôóíê-

öèÿ èìååò ýêñòðåìóì, à òàê êàê ãëàâíûé ìèíîð ∆1 = 1 > 0, òî òî÷êà

D(−1; −1) � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè. Âû÷èñëÿåì

zmin = z(−1; −1) = −2.

Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z = f(x, y). Ïóñòü àðãóìåíòû x è y óäîâ-
ëåòâîðÿþò óñëîâèþ φ(x, y) = 0. Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì ñâÿçè. Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî óñëîâíîãî ìàê-

ñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè z = f(x, y), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè M0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê (x, y) èç ýòîé îêðåñòíî-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ φ(x, y) = 0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî f(x0, y0) > f(x, y) (f(x0, y0) < f(x, y)).

Îäíèì èç ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ÿâëÿåò-
ñÿ ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç
óðàâíåíèÿ ñâÿçè îäíó èç ïåðåìåííûõ âûðàæàþò ÷åðåç äðóãóþ, íà-
ïðèìåð, âûðàæàþò y ÷åðåç x: y = ψ(x). Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âû-
ðàæåíèå â ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì

z = f(x, y) = f(x, ψ(x)) = z̃(x),

ò. å. ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé. Åå ýêñòðåìóì è áóäåò óñëîâíûì
ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè z = f(x, y).

Ï ð èì å ð 156. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè z = x2+2y2 ïðè óñëîâèè
3x+ 2y = 11.

Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ 3x+ 2y = 11 ïåðåìåííóþ y ÷åðåç x, ïîëó÷èì
y = 5,5− 1,5x. Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ôóíêöèþ z, ïîëó÷èì

z̃(x) = x2 + 2(5,5− 1,5x)2 = 5,5x2 − 33x+ 60,5.
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Ïðîèçâîäíóþ
z̃′x = 11x− 33

ïðèðàâíÿåì ê íóëþ è ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ z èìååò åäèíñòâåííóþ êðè-
òè÷åñêóþ òî÷êó x0 = 3. Îïðåäåëèì çíàêè ïðîèçâîäíîé zx ñïðàâà è ñëåâà
îò ýòîé òî÷êè.

-

$'
x

z̃′x

3

s− +

QQs ��3
min

Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå y0 = 5,5− 1,5 · 3 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, zmin = z(3; 0) = 32 +2 · 02 = 9 ïðè óñëîâèè 3x+2y = 11.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå óðàâíåíèå ñâÿçè φ(x, y) = 0 ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y, ïîýòîìó åãî ëåãêî
ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî îäíîé èç íèõ.

Ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, åñëè
îãðàíè÷åíèå φ(x, y) ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ñëåäó-
åò èçáåãàòü èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà, ò. ê. îí ìîæåò ïðèâîäèòü
ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì.

Åñëè óðàâíåíèå ñâÿçè íåëèíåéíîå, äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà îáû÷íî èñïîëüçóþò ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Ââîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ λ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì Ëàãðàí-

æà è ñîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ · φ(x, y),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.
Òåîðåìà 20 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà).

Ïóñòü
1) òî÷êàM0(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-

öèè z = f(x, y) ïðè óñëîâèè φ(x, y) = 0;
2) ôóíêöèè f(x, y) è φ(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M0;
3) gradφ(x0, y0) ̸= 0,

òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå λ0, ÷òî òî÷êà P (x0, y0, λ0) � ñòà-
öèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x, y, λ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè z = f(x, y) ïðè óñëîâèè φ(x, y) = 0 òðåáóåòñÿ íàéòè ñòàöèî-
íàðíóþ ôóíêöèè L(x, y, λ), ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
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óðàâíåíèé 
L′
x = fx(x, y) + λ · φ′

x(x, y) = 0,
L′
y = fy(x, y) + λ · φ′

y(x, y) = 0,
L′
λ = φ(x, y) = 0.

(33)

Ïîñëåäíåå èç ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ñâÿçè. Ïåð-
âûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

gradf(x, y) = −λ · gradφ(x, y),

ò.å. ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèé Ëàãðàíæà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî â òî÷êå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà M0(x0, y0) ãðàäèåíòû ôóíêöèé
f(x, y) è φ(x, y) êîëëèíåàðíû.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ýêñòðåìóìà îñíîâàíû íà èñïîëü-
çîâàíèè äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà

d2L = L′′
xxdx

2 + 2L′′
xydx dy + L′′

yydy
2.

Òåîðåìà 21 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà).
Ïóñòü P0(x0, y0, λ0) � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ò.å.
òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (33). Åñëè â òî÷êå
P0(x0, y0, λ0) ïðè âñåõ dx, dy, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

dφ = φ′
x(x0, y0) dx+ φ′

y(x0, y0) dy = 0,

d2L < 0, òî òî÷êàM0(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ìàêñèìóìà,
åñëè d2L > 0 � òî òî÷êîé óñëîâíîãî ìèíèìóìà.

Íàïðèìåð, åñëè d2L = 3dx2 + 4dy2, òî âèäíî, ÷òî çíàê äèôôå-
ðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé dx è dy è âñåãäà
ïîëîæèòåëüíûé, à åñëè d2L = −5dx2 − 2dy2, òî äèôôåðåíöèàë d2L
îòðèöàòåëüíûé.

Åñëè çíàê äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà çàâèñèò îò çíà÷åíèé
dx è dy, íàïðèìåð, d2L = 2dx2−4dy2 èëè d2L = 3dx2−8dxdy+6dy2,
òî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàë îò óðàâíåíèÿ ñâÿçè, ïðè-
ðàâíÿòü åãî ê íóëþ, âûðàçèòü èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ dy ÷åðåç
dx (èëè dx ÷åðåç dy) è ïîäñòàâèòü åãî â ïîëíûé äèôôåðåíöèàë.
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíàê d2L.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà íà ïðèìåðàõ.

Ïð èì å ð 157. Äëÿ ôóíêöèè z = 5− 3x− 4y íàéòè ýêñòðåìóìû ïðè
íàëè÷èè óðàâíåíèÿ ñâÿçè x2 + y2 = 25.
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Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå ñâÿçè â âèäå x2+y2−25 = 0 è ñîñòàâèì ôóíê-
öèþ Ëàãðàíæà:

L(x, y, λ) = 5− 3x− 4y + λ · (x2 + y2 − 25).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

L′
x = −3 + 2λ · x,

L′
x = −4 + 2λ · y,

L′
λ = φ(x, y) = x2 + y2 − 25.

Ñîñòàâèì è ðåøèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
−3 + 2λ · x = 0,
−4 + 2λ · y = 0,

x2 + y2 = 25.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 2λ · x = 3; èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ 2λ · y = 4,
òîãäà

x =
3

2λ
, y =

4

2λ
.

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ñâÿçè è óïðîñòèì:(
3

2λ

)2

+

(
4

2λ

)2

= 25,

9

4λ2
+

16

2λ2
= 25,

25

4λ2
= 25,

λ2 =
1

4
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè.

Åñëè λ = −1

2
, òî

x =
3

2λ
=

3

2 ·
(
− 1

2

) = −3, y =
3

2λ
=

4

2 ·
(
− 1

2

) = −4,

ò. å. M1(−3; −4).

Åñëè λ =
1

2
, òî

x =
3

2λ
=

3

2 · 1
2

= 3, y =
3

2λ
=

4

2 · 1
2

= 4,

ò. å. M2(3; 4).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîîðäèíàòû îáåèõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
x2 + y2 = 25.

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

L′′
xx = (−3 + 2λx)′x = 2λ, L′′

yy = (−4 + 2λx)′y = 2λ,

L′′
xy = (−3 + 2λx)′y = 0.

Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïðèìåò âèä

d2L = 2λ · dx2 + 2λ · dy2.

Ïðè λ = −1

2

d2L = 2 ·
(
−1

2

)
· dx2 + 2 ·

(
−1

2

)
· dy2 = −dx2 − dy2 < 0,

çíà÷èò ôóíêöèÿ äîñòèãàåò óñëîâíîãî ìàêñèìóìà â òî÷êå M1:
zmax = z(−3; −4) = 30;

ïðè λ =
1

2

d2L = 2 · 1
2
· dx2 + 2 ·

(
−1

2

)
· dy2 = dx2 + dy2 > 0,

çíà÷èò, ôóíêöèÿ äîñòèãàåò óñëîâíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå M2:

zmin = z(3; 4) = −20.

Ïðèì å ð 158. Ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íàéòè ýêñòðåìóì
ôóíêöèè f(x, y) = 2x+ 16y ïðè óñëîâèè xy + y2 = 7.

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L = 2x+ 16y + λ(xy + y2 − 7).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

L′
x = 2 + λy, L′

y = 16 + λ(x+ 2y).

Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
2 + λy = 0,
16 + λx+ 2λy = 0,

xy + y2 = 7.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì y: y = −2/λ. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå:

16 + λx+ 2(−2) = 0,
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îòêóäà x = −12/λ.
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ x è y â óðàâíåíèå ñâÿçè:

−12

λ
·
(
− 2

λ

)
+

(
− 2

λ

)2

= 7,

24

λ2
+

4

λ2
= 7,

28

λ2
= 7

Òàêèì îáðàçîì, λ2 = 4, ñëåäîâàòåëüíî, λ = ±2.
Ïîëó÷èëè äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè:
ïðè λ = 2: x = −6, y = −1, ò. å. A(−6; −1);
ïðè λ = −2: x = 6, y = 1, ò. å. B(6; 1).
Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

L′′
xx = 0, L′′

yy = 2λ, L′′
xy = λ.

Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè Ëàãðàíæà çàïèøåòñÿ â âèäå

d2L = 0 · dx2 + 2λ dx dy + 2λ dy2 = 2λ(dx dy + dy2).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà íàéäåì äèôôåðåí-
öèàë óðàâíåíèÿ ñâÿçè. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå óðàâíåíèÿ ñâÿçè ðàâíû:

φ′
x = y, φ′

y = x+ 2y.

Òîãäà
dφ = φ′

x dx+ φ′
y dy = y dx+ (x+ 2y) dy = 0,

îòêóäà

dx = −x+ 2y

y
dy = −

(
x

y
+ 2

)
dy.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîé äèôôåðåíöèàë, ïîëó÷èì

d2L = 2λ

(
−
(
x

y
+ 2

)
dy2 + dy2

)
= −2λ

(
x

y
+ 1

)
dy2.

Íàéäåì çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà â òî÷êàõ A è B:

d2L(A) = −2 · 2
(
−6

−1
+ 1

)
< 0; d2L(B) = −2 · (−2)

(
6

1
+ 1

)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå A(−6; −1) ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà

(zmax = −28), à â òî÷êå B(6; 1) � ìèíèìóìà (zmin = 28) ïðè óñëîâèè

xy + y2 = 7.
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Óïðàæíåíèÿ

143. Äàíà ôóíêöèÿ u =
x2 − 3y2√
x− y

. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äàííîé

ôóíêöèè â òî÷êå A(3; −1).

144. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé:

à) z =
√
x− 2 +

√
y − 2; á) z =

x2 + 4xy − 3

x+ y − 5
;

â) z =
√

4− x2 +
√
9− y2; ã) z =

xy√
x2 + y2 − 5

;

ä) z = −
√
16− x2 − y2;

å) z =

√
1− x2

4
− y2.

Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè äâóõ ïå-
ðåìåííûõ z = f(x, y):

145. z = x2y − 4x
√
y − 6y2 + 5.

146. z =
2y

y
+ x2 tg x+ ln(5x4 + 3y2).

147. z = (2− x)y
2

.

148. Äëÿ ôóíêöèè z =
xy

x− y
íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x è z′y

â òî÷êå A(2; 1).

149. Äëÿ ôóíêöèè u = arctg(xy2 + z) íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
â òî÷êå A(2; 1; 0),

150. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = x − y â òî÷êå M0(0; 0) ïî

íàïðàâëåíèþ âåêòîðà l⃗ = {2; 2}.

151. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = y3 − x2y + 2xy â òî÷êå
M0(−1; 3) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà l⃗ = −3⃗i− 4⃗j.
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152. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = x + 3y â òî÷êå M0(2; −1)

ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà l⃗, îáðàçóþùåãî ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâ-
ëåíèåì îñè àáñöèññ óãîë α = 30◦.

153. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u = xy2 + x2 − xyz â òî÷êå
M0(1; 2; 3) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà a⃗ = {1; −2; 2}.

154. Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè z = −y3−x2y+2xy â òî÷êåM0(0; 1),
ñäåëàòü ðèñóíîê.

155. Äëÿ ôóíêöèè z =
(
5x2y − y3 + 7x+ 2

)3
íàéòè äëèíó âåêòîðà�

ãðàäèåíòà â òî÷êå M0(−1; 1).

156. Äëÿ ôóíêöèè z =
x3 + y3

x2 + y2
íàéòè íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü âîç-

ðàñòàíèÿ â òî÷êå M(2; −2).

Äëÿ ôóíêöèé z = f(x, y) íàéòè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà:

157. z = 2x2y3 − x3y5 − xy +
1

2
x2 − 2x+ 3.

158. z = sin(xy). 159. z =
y sin 2y

3
√
x2

.

160. z =
(y
x

)4
. 161. z = ln cos(2x− 3y).

162. u = x3 + yz2 + 3xy − x+ z.

163. Äëÿ ôóíêöèè z = ex
2y íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂3z

∂x3
,

∂3z

∂x2∂y
,

∂3z

∂x∂y2
è
∂3z

∂y3
â òî÷êå M0(1; 0).

164. Äëÿ ôóíêöèè z = x3 + 3x2y − y3 íàéòè äèôôåðåíöèàëû 1-ãî
è 2-ãî ïîðÿäêîâ.

165. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè:
à) z = y2 + 2xy − 4x− 2y − 3;
á) z = x3 + 3xy2 − 15x− 12y + 1;
â) z = 3x2y − x3 − y4;
ã) z = 3x2 − x3 + 3y2 + 4y.
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166. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = exy ïðè óñëîâèè x+ y = 1.

167. Íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = x2−3xy+12x, åñëè
2x+ 3y = 6.

168. Íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = x+9y, åñëè xy = 1.

169. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = 3x− 6y, åñëè y2 − xy = 1.

6. Îñíîâû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

6.1. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ïî åå ïðîèçâîäíîé.
Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x) íà íåêî-
òîðîì èíòåðâàëå, åñëè íà ýòîì èíòåðâàëå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
F ′(x) = f(x). Ãðàôèê ïåðâîîáðàçíîé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé.

Ï ð èì å ð 159. Ôóíêöèÿ F (x) = x3 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-

öèè f(x) = 3x2 íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òàê êàê äëÿ ëþáîãî x âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (x3)′ = 3x2. Âìåñòå ñ ôóíêöèåé F (x) = x3 ïåðâîîáðàçíîé, äëÿ

ôóíêöèè f(x) = 3x3, ÿâëÿåòñÿ è ëþáàÿ ôóíêöèÿ Φ(x) = x3 +C, ãäå C �

ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

1. Åñëè F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x), òî âñÿ-
êàÿ ôóíêöèÿ F (x)+C, ãäå C � ïðîèçâîëüíîå ïîñòîÿííîå ÷èñ-
ëî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x).

2. Äâå ïåðâîîáðàçíûå îäíîé è òîé æå ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ íà
ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.

Èç äàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî, çíàÿ îäíó ïåðâîîáðàçíóþ
F (x) äëÿ ôóíêöèè f(x), ìîæíî ïîëó÷èòü âñå åå ïåðâîîáðàçíûå, ïðè-
áàâëÿÿ ê F (x) âñåâîçìîæíûå ïîñòîÿííûå.

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé F (x) + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äàííîé
ôóíêöèè, ãðàôèêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ¾ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè¿
(ðèñ. 54). Ëþáóþ êðèâóþ èç ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü èç
îäíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé y = F (x) ñìåùåíèåì íà âåëè÷èíó C
âäîëü îñè Oy.

160



0

x

y

FHxL

FHxL+C

C

Ðèñ. 54

Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ F (x) + C íàçûâàåòñÿ íåîïðå-

äåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì∫
f(x) dx. Çäåñü çíàê

∫
íàçûâàåòñÿ çíàêîì èíòåãðàëà, âûðàæåíèå

f(x) dx � ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, ñàìà ôóíêöèÿ f(x) �
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé, à x íàçûâàåòñÿ ïåðåìåííîé èíòåãðè-

ðîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ∫

f(x) dx = F (x) + C,

ãäå F ′(x) = f(x), C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè íà-

çûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâà-
íèå � ýòî äâå âçàèìíî îáðàòíûå îïåðàöèè.

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè íà íåêîòî-

ðîì èíòåðâàëå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè íà äàííîì

èíòåðâàëå.

Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

1. Ïðîèçâîäíàÿ îò íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ðàâíà ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè:[∫

f(x) dx

]′
= (F (x) + C)

′
= f(x).
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2. Äèôôåðåíöèàë îò íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ðàâåí ïîäûí-
òåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ:

d

[∫
f(x) dx

]
= (F (x) + C)

′
dx = f(x) dx.

3. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëà íåêîòîðîé ôóíê-
öèè ðàâåí ýòîé ôóíêöèè ïëþñ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ:∫

dF (x) =

∫
F ′(x) dx = F (x) + C.

×àñòíûé ñëó÷àé: ∫
dx = x+ C.

4. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà:∫
k f(x) dx = k

∫
f(x) dx.

5. Èíòåãðàë îò ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ ôóíêöèé ðàâåí ñóììå
(ðàçíîñòè) èíòåãðàëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé:∫

[f1(x)± f2(x)] dx =

∫
f1(x) dx±

∫
f2(x) dx.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

1.

∫
xn dx =


xn+1

n+ 1
+ C, n ̸= −1,

∫
x−1 dx =

∫
dx

x
= ln |x|+ C, n = −1.

2.

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C.

3.

∫
ex dx = ex + C.

4.

∫
sinx dx = − cosx+ C.
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5.

∫
cosx dx = sinx+ C.

6.

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C.

7.

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C.

8.

∫
dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

9.

∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C.

10.

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C.

11.

∫
dx√
x2 ± a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C.

Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ (íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå)

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè ïîäûíòåãðàëüíî-
ãî âûðàæåíèÿ ê òàáëè÷íîé ôîðìå ïóòåì àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé è ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (âûíîñ
çà ñêîáêó ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ è/èëè ïðåäñòàâëåíèå ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè â âèäå ñóììû ôóíêöèé � ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè íà ñëàãàåìûå).

Ï ð èì å ð 160. Íàéòè
∫

(5x4 − 3x2 + 1) dx.

∫
(5x4 − 3x2 + 1) dx = 5

∫
x4 dx− 3

∫
x2 dx+

∫
dx = x5 − x3 + x+ C.

Ïðèì å ð 161. Íàéòè
∫

x2 − x+ 2

x2
dx.

∫
x2 − x+ 2

x2
dx =

∫ (
1− 1

x
+

2

x2

)
dx=

∫
dx −

∫
dx

x
+ 2

∫
x−2 dx =
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= x− ln |x| − 2

x
+ C.

Ïðèì å ð 162. Íàéòè
∫ (√

x− 1

x

)2

dx.

∫ (√
x− 1

x

)2

dx =

∫ (
x− 2 +

1

x

)
dx =

x2

2
− 2x+ ln |x|+ C.

Ïðèì å ð 163. Íàéòè
∫

sin2 x

2
dx.

∫
sin2 x

2
dx =

1

2

∫
(1− cosx) dx =

1

2

∫
dx − 1

2

∫
cosx dx =

=
x

2
− 1

2
sinx+ C.

Ïðèì å ð 164. Íàéòè
∫

dx

sin2 x cos2 x
.

∫
dx

sin2 x cos2 x
=

∫
sin2 x+ cos2 x

sin2 x cos2 x
dx =

∫
dx

cos2 x
+

∫
dx

sin2 x
=

= tg x− ctg x+ C.

Ïðèì å ð 165. Íàéòè
∫

x2

1− x2
dx.

∫
x2

1− x2
dx = −

∫
x2

x2 − 1
dx = −

∫
x2 − 1 + 1

x2 − 1
dx =

= −
∫

(x2 − 1) + 1

x2 − 1
dx = −

(∫
(x2 − 1)

x2 − 1
dx+

∫
1

x2 − 1
dx

)
=

= −
(∫

dx+

∫
1

x2 − 1
dx

)
= −x− 1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C.

Ïðèì å ð 166. Íàéòè
∫

dx

4x2 − 9
.

∫
dx

4x2 − 9
=

∫
dx

4(x2 − 9/4)
=

1

4

∫
dx

x2 − (3/2)2
=

=
1

4
· 1

2 · 3/2 ln

∣∣∣∣x− 3/2

x+ 3/2

∣∣∣∣+ C =
1

12
ln

∣∣∣∣x− 3/2

x+ 3/2

∣∣∣∣+ C.
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Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

Ñäåëàåì çàìåíó x = φ(t), ãäå φ(t) � ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðå-
ðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà f(x) = f [φ(t)], dx = φ′(t) dt è∫

f(x) dx =

∫
f [φ(t)] · φ′(t) dt.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííîé â íåîïðå-
äåëåííîì èíòåãðàëå.

Âìåñòî çàìåíû x = φ(t) èíîãäà óäîáíî ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó
t = ψ(x).

Åñëè èíòåãðàë

∫
f(x) dx ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì

∫
f(x) dx = F (x) + C,

òî èíòåãðàë

∫
f(ax + b)dx ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïîìîùüþ ïîäñòà-

íîâêè t = ax+ b, ò.ê. dt = d(ax+ b) = a dx, ñëåäîâàòåëüíî, dx =
1

a
dt

è ∫
f(ax+ b)dx =

∫
f(t) · 1

a
dt =

1

a

∫
f(t)dt =

1

a
F (ax+ b) + C.

Ïðèì å ð 167. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
dx

4x2 − 9
èç ïðèìåðà 166, èñ-

ïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Äåëàåì ïîäñòàíîâêó t = 2x è íàõîäèì dt =
d(2x) = (2x)′dx = 2 dx, òîãäà dx = 1/2 dt, ñëåäîâàòåëüíî,∫

dx

4x2 − 9
=

∫
dx

(2x)2 − 32
=

∫ 1
2
dt

t2 − 32
=

1

2

∫
dt

t2 − 32
=

=
1

2
· 1

2 · 3 ln

∣∣∣∣ t− 3

t+ 3

∣∣∣∣+ C =
1

12
ln

∣∣∣∣2x− 3

2x+ 3

∣∣∣∣+ C.

Ïðèì å ð 168. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫ √
x+ 3 dx. Äåëàåì ïîäñòàíîâ-

êó t = x+ 3 è íàõîäèì dt = d(x+ 3) = (x+ 3)′dx = dx. Îòñþäà∫ √
x+ 3 dx =

∫ √
t dt =

∫
t1/2dt =

3

2
t3/2 + C =

3

2
(x+ 3)3/2 + C.

165



Ïðèì å ð 169. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
cos(3x − 5) dx. Äåëàåì ïîä-

ñòàíîâêó t = 3x− 5 è íàõîäèì dt = d(3x+5) = (3x+5)′dx = 3 dx, îòêóäà

dx =
1

3
dt. Äàííûé èíòåãðàë çàïèøåòñÿ â âèäå∫
cos(3x− 5)dx =

1

3

∫
cos t dt =

1

3
sin t+ C =

1

3
sin(3x− 5) + C.

Ïðèì å ð 170. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
ex/4dx. Äåëàåì ïîäñòàíîâêó

t =
1

4
x è íàõîäèì dt = d

(
1

4
x

)
=

1

4
dx, îòêóäà dx = 4dt. Äàííûé èíòåãðàë

çàïèøåòñÿ â âèäå∫
ex/4dx = 4

∫
etdt = 4et + C = 4ex/4 + C.

Äëÿ èíòåãðàëîâ âèäà

∫
dx

ax2 + bx+ c
è

∫
dx√

ax2 + bx+ c
â êâàä-

ðàòíîì òðåõ÷ëåíå âûäåëÿþò ïîëíûé êâàäðàò è îñóùåñòâëÿþò ëè-
íåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé.

Ïð èì å ð 171. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
dx

9x2 − 3x− 20
. Â êâàäðàòíîì

òðåõ÷ëåíå âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò

9x2 − 3x− 20=9

(
x2 − 1

3
x− 20

9

)
=9

(
x2 − 2 · 1

6
x+

1

36
− 1

36
− 20

9

)
=

= 9

((
x− 1

6

)2

− 81

36

)
= 9

((
x− 1

6

)2

− 9

4

)
,

à çàòåì îñóùåñòâëÿåì çàìåíó ýòîãî âûðàæåíèÿ íà íîâóþ ïåðåìåííóþ

t = x− 1

6
, dt = dx. Òàêèì îáðàçîì,∫
dx

9x2 − 3x− 20
=

∫
dx

9
(
(x− 1/6)2 − 9/4

) =
1

9

∫
dx

(x− 1/6)2 − 9/4
=

=
1

9

∫
dt

t2 − (3/2)2
=

1

9
· 1

2 · 3/2 ln

∣∣∣∣ t− 3/2

t+ 3/2

∣∣∣∣+ C =
1

27
ln

∣∣∣∣3x− 5

3x+ 4

∣∣∣∣+ C.

Ýòîò æå èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ äðóãóþ çàìåíó. Âû-
äåëèì ïîëíûé êâàäðàò òàêèì îáðàçîì:

9x2 − 3x− 20=(3x)2 − 2 · 3x · 1
2
+

1

4
− 1

4
− 20=

(
3x− 1

2

)2

− 81

4
,
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à çàòåì ââåäåì çàìåíó t = 3x− 1/2, dt = 3dx, dx = 1/3 dt. Òîãäà∫
dx

9x2 − 3x− 20
=

∫
dx

(3x− 1/2)2 − 81/4
=

∫
dx

(3x− 1/2)2 − 81/4
=

=

∫
1/3 dt

t2 − (9/2)2
=

1

3
· 1

2 · 9/2 ln

∣∣∣∣ t− 9/2

t+ 9/2

∣∣∣∣+ C =
1

27
ln

∣∣∣∣3x− 5

3x+ 4

∣∣∣∣+ C.

Ïðèì å ð 172. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
dx√

16− 12x− 4x2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

16− 12x− 4x2 = −4
(
x2 + 3x− 4

)
= −4

(
x2 + 2 · x · 3

2
+

9

4
− 9

4
− 4

)
=

= −4

((
x+

3

2

)2

− 25

4

)
= 4

(
25

4
−
(
x+

3

2

)2
)
,

äåëàåì çàìåíó t = x+
3

2
. Ýòà çàìåíà ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñêî-

ìûé èíòåãðàë ê òàáëè÷íîìó∫
dx√

16− 12x− 4x2
=

∫
dx√

4
(
25/4−(x+3/2)2

) =

∫
dt

2
√

25/4− t2
=

=
1

2

∫
dt√

(5/2)2 − t2
=

1

2
arcsin

t

5/2
+ C =

1

2
arcsin

2x+ 3

5
+ C.

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
ìíîæèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ çàâèñèò îò íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ(x),
à äðóãîé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíêöèè (ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-
ñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ), òî íóæíî ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó t = ψ(x).

Ï ð èì å ð 173. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
x dx

x2 + 1
. Äåëàåì ïîäñòàíîâêó

t = x2 + 1 è íàõîäèì dt = d
(
x2 + 1

)
=
(
x2 + 1

)′
dx = 2x dx. Äàííûé

èíòåãðàë çàïèøåòñÿ â âèäå∫
x dx

x2 + 1
=

1

2

∫
dt

t
=

1

2
ln |t|+ C =

1

2
ln
(
x2 + 1

)
+ C.

Ïðèì å ð 174. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
tg dx. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìó-

ëîé tg x =
sinx

cosx
, òàêèì îáðàçîì,∫

tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx.
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Çàìåíÿåì t = cosx è íàõîäèì dt = (cosx)′dx = − sinx dx. Èíòåãðàë
ïðèìåò âèä∫

sinx

cosx
dx = −

∫
dt

t
= − ln |t|+ C = − ln | cosx|+ C.

Ïðèì å ð 175. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
ln3 x

x
dx. Äåëàåì ïîäñòàíîâêó

t = lnx è íàõîäèì dt = d(lnx) = (lnx)′dx =
1

x
dx. Èíòåãðàë ïðèìåò âèä∫

ln3 x

x
dx =

∫
t3 dt =

t4

4
+ C =

ln4 x

4
+ C.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì íàçûâàåòñÿ íàõîæäåíèå èíòåãðà-
ëà ïî ôîðìóëå ∫

u dv = uv −
∫
v du,

ãäå u = u(x) è v = v(x) � äâå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå

ôóíêöèè. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû íàõîæäåíèå èíòåãðàëà

∫
u dv

ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ äðóãîãî èíòåãðàëà

∫
v du.

Ïðè ýòîì çà u áåðåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðè äèôôåðåí-
öèðîâàíèè óïðîùàåòñÿ, à çà dv � òà ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ, èíòåãðàë îò êîòîðîé ìîæåò áûòü íàéäåí äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì öåëåñîîáðàçíî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îêàæåòñÿ áîëåå ïðîñòûì
äëÿ âû÷èñëåíèÿ, ÷åì èñõîäíûé èíòåãðàë, èëè ïîäîáåí åìó.

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ èíòåãðàëîâ âèäà∫
P (x)eαx dx,

∫
P (x)aβxdx,

∫
P (x) sinαxdx,

∫
P (x) cosαxdx,

ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí, çà u ñëåäóåò âçÿòü ìíîãî÷ëåí P (x), à çà dv
� ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿ eαx, aβx, sinαx, cosαx.
À äëÿ èíòåãðàëîâ âèäà∫

P (x) lnαxdx,

∫
P (x) loga βx dx,

∫
P (x) arcsinαxdx,∫

P (x) arccosαxdx,

∫
P (x) arctgαxdx,

∫
P (x) arcctgαxdx,
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çà u ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè lnαx, loga βx, arcsinαx,
arccosαx, arctgαx, arcctgαx, à çà dv � âûðàæåíèå P (x) dx.

Ï ð èì å ð 176. Íàéäåì èíòåãðàë

∫
(3x− 2) cos(5x) dx.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ u = 3x − 2, dv = cos(5x) dx. Òîãäà du = 3dx.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ v ââåäåì çàìåíó t = 5x, òîãäà dt = 5dx è dx = 1/5dt:

v =

∫
cos(5x) dx =

∫
1

5
cos t dt =

1

5
sin t =

1

5
sin(5x), ïîëó÷àåì

∫
(3x− 2) cos(5x) dx = (3x− 2) · 1

5
sin(5x)− 1

5

∫
sin(5x) · 3 dx.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïîëó÷èâøåãîñÿ èíòåãðàëà èñïîëüçóåì òó æå çàìåíó
(t = 5x) è â èòîãå ïîëó÷àåì∫

(3x− 2) cos(5x) dx =
1

5
(3x− 2) sin(5x) +

3

25
cos(5x) + C.

Ïðèì å ð 177. Íàéäåì èíòåãðàë

∫
(x2 − 7x)ex dx.

Îáîçíà÷èì u = x2 − 7x, dv = ex dx. Òîãäà du = 2x− 7 dx, v = ex è∫
(x2 − 7x)ex dx = (x2 − 7x)ex −

∫
(2x− 7)ex dx.

Â ïîëó÷åííîì â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëå ñíîâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
u = 2x− 7, dv = ex dx, òîãäà du = 2 dx, v = ex è

(x2 − 7x)ex −
∫

(2x− 7)ex dx = (x2 − 7x)ex −
(
(2x− 7)ex −

∫
2ex dx

)
=

= (x2 − 7x)ex − (2x− 7)ex + 2ex + C.

Ïðèì å ð 178. Íàéäåì èíòåãðàë

∫
x3 lnx dx.

Çäåñü u = lnx, dv = x3 dx. Òîãäà du =
dx

x
, v =

x4

4
è∫

x3 lnx dx =
x4

4
lnx− 1

4

∫
x3dx =

x4

4
lnx− x4

16
+ C.

Èíîãäà, ïåðåä ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-
ñòÿì, öåëåñîîáðàçíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ.

Ïðèì å ð 179. Íàéäåì èíòåãðàë

∫
arctg(3x) dx.
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Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: t = 3x, dt = 3 dx, òîãäà
dx = 1/3 dt. ∫

arctg(3x) dx =

∫
arctg t · 1

3
dt =

1

3

∫
arctg t dt.

Îáîçíà÷èì u = arctg t, dv = dt. Òîãäà du =
dt

1 + t2
, v = t è

1

3

∫
arctg t dt =

1

3

(
t arctg t−

∫
t dt

1 + t2

)
.

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà

∫
t dt

1 + t2
èñïîëüçóåì çàìåíó z = 1+ t2, òîãäà

dz = 2t dt è t dt =
1

2
dz:∫

t dt

1 + t2
=

∫ 1
2
dz

z
=

1

2
ln |z|+ C =

1

2
ln |1 + t2|+ C.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1

3

(
t arctg t−

∫
t dt

1 + t2

)
=

1

3

(
t arctg t− 1

2
ln |1 + t2|

)
+ C =

=
1

3
t arctg t− 1

6
ln |1 + t2|+ C =

1

3
3x arctg(3x)− 1

6
ln |1 + (3x2)|+ C =

= x arctg(3x)− 1

6
ln |1 + 9x2|+ C.

Èíòåãðèðîâàíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Ïðîñòåéøåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè n, ò. å. ôóíêöèÿ âèäà

Qn(x) = b0x
n + b1x

n−1 + . . .+ bn−1 + bn, (34)

ãäå b0, b1, . . . , bn � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì b0 ̸= 0. Äëÿ ïðî-
ñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b0 = 1.

Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Qn(x),
åñëè Qn(a) = 0.

Êàæäûé ìíîãî÷ëåí Qn(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå
ìíîæèòåëè:

Qn(x) = (x− a1)
m1(x− a2)

m2 . . . (x− amk
)mk×

× (x2 + p1x+ q1)
n1(x2 + p2x+ q2)

n2 . . . ,
(35)
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ãäå pi, qi (i = 1, 2, ...)� äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, ïðè÷åì
p2i − 4qi < 0, ò.å. òðåõ÷ëåíû x2 + pix+ qi íå èìåþò äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàçëîæèìû íà äåéñòâèòåëüíûå ëèíåé-
íûå ìíîæèòåëè, à m1 +m2 + . . .+mk + 2(n1 + n2 + . . .) = n.

Êîðåíü ai ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè mi = 1, è
êðàòíûì, åñëè mi > 1; ÷èñëî mi íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ
ai.

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé f(x) íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) =
Pm(x)

Qn(x)
,

ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Pm(x) è Qn(x) íå èìåþò
îáùèõ ìíîæèòåëåé.

Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
Pm(x)

Qn(x)
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ñòå-

ïåíü ìíîãî÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòåëå, ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëå-
íà, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå, ò. å. m < n. Åñëè æå m ⩾ n, òî ðàöè-
îíàëüíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ íåïðàâèëüíîé, è â ýòîì ñëó÷àå, ðàçäå-
ëèâ ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü ïî ïðàâèëó äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, åå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pm(x)

Qn(x)
= Rm−n(x) +

P̃ (x)

Qn(x)
,

ãäå Rm−n(x), P̃ (x) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû, à
P̃ (x)

Qnx
ÿâëÿåòñÿ ïðà-

âèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ.

Ïðèì å ð 180. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
x5 + 1

x2 + 1
ÿâëÿåòñÿ íåïðàâèëüíîé

äðîáüþ. Ðàçäåëèì P5(x) = x5 + 1 íà Q2(x) = x2 + 1 ¾ñòîëáèêîì¿.

x5 + 1 x2 + 1

x5 + x3 x3 − x

−x3 + 1

x3 − x

x+ 1

Ñëåäîâàòåëüíî,
x5 + 1

x2 + 1
= x3 − x+

x+ 1

x2 + 1
,
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ïðè÷åì R3(x) = x3 −x � ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, à äðîáü
x+ 1

x2 + 1
åñòü

ïðàâèëüíàÿ äðîáü.

Ïðîñòåéøèìè (ýëåìåíòàðíûìè) äðîáÿìè íàçûâàþòñÿ ïðàâèëü-
íûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè ñëåäóþùåãî âèäà:

I.
A

x− a
,

II.
A

(x− a)k
, k ∈ N, k ⩾ 2,

III.
Ax+B

x2 + px+ q
,
p2

4
− q < 0,

IV.
Ax+B

(x2 + px+ q)k
,
p2

4
− q < 0, k ∈ N, k ⩾ 2.

Ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
Pm(x)

Qn(x)
(m < n) ñ äåéñòâèòåëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé Qn(x) èìååò âèä (35),
ðàçëàãàåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé
ïî ïðàâèëó

Pm(x)

Qn(x)
=

A1

x− a1
+

A2

(x− a1)2
+ · · ·+ Am1

(x− a1)m1
+

+
B1

x− a2
+

B2

(x− a2)2
+ · · ·+ Bm2

(x− a2)m2
+ · · ·+

+
C1x+D1

x2 + p1x+ q1
+

C2x+D2

(x2 + p1x+ q1)2
+ · · ·+ Cn1x+Dn1

(x2 + p1x+ q1)n1
+

+
M1x+N1

x2 + p2x+ q2
+

M2x+N2

(x2 + p2x+ q2)2
+ · · · Mn2x+Nn2

(x2 + p2x+ q2)n2
+ · · · .

(36)

Â ýòîì ðàçëîæåíèè A1, A2, . . ., Am1
, B1, B2, . . ., Bm2, C1, D1, C2,

D2, . . ., Cn1, Dn1, M1, N1, M2, N2, . . ., Mn2, Nn2, . . . � íåêîòîðûå
äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ÷àñòü êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðàâíà íó-
ëþ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ íóæíî ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà (36) ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïðèðàâíÿòü êîýôôè-
öèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ÷èñëèòåëÿõ ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà è ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òàêîé ìåòîä íàõîæ-
äåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåí-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû è äðóãèì
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ñïîñîáîì, ïðèäàâàÿ â ïîëó÷åííîì òîæäåñòâå ïåðåìåííîé x ïðîèç-
âîëüíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. ×àñòî áûâàåò ïîëåçíî êîìáèíèðîâàòü
îáà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû îò ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ
òèïîâ èìååì

I.

∫
A

x− a
dx = A ln |x− a|+ C,

II.

∫
A

(x− a)k
dx = − A

k − 1
· 1

(x− a)
k−1

+ C.

Ýòè ôîðìóëû ëåãêî ïîëó÷èòü, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = x− a.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè èíòåãðàë îò ïðîñòåéøåé äðîáè III òèïà,

âûäåëèì â ÷èñëèòåëå äðîáè ïðîèçâîäíóþ çíàìåíàòåëÿ. Çàìåòèì,
÷òî (x2+px+ q)′ = 2x+p. Âûäåëèì âûðàæåíèå 2x+p â ÷èñëèòåëå.
Äëÿ ýòîãî ÷èñëèòåëü ïðåäñòàâèì â âèäå

Ax+B = (2x+ p) · A
2
− Ap

2
+B.

Òîãäà∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2

∫
2x+ p

x2 + px+ q
dx+

(
B − Ap

2

)
·
∫

dx

x2 + px+ q
.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå ÷èñëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé çíàìåíà-
òåëÿ, ïîýòîìó∫

2x+ p

x2 + px+ q
dx = ln(x2 + px+ q) + C,

òàê êàê x2 + px + q > 0 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âòîðîãî èíòåãðàëà âûäåëÿåì â çíàìåíàòåëå ïîëíûé êâàäðàò:

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)2
+ q − p2

4
.

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = x+
p

2
, ïîëó÷àåì x2+px+q = t2+a2,

ãäå a =

√
4p− p2

2
. Îòñþäà ñëåäóåò∫
dx

x2 + px+ q
=

∫
dt

t2 + a2
=

1

a
arctg

t

a
+ C =
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=
2√

4q − p2
arctg

2x+ p√
4q − p2

+ C.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

III.

∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx=

A

2
ln
(
x2+px+q

)
+

2B −Ap√
4q − p2

arctg
2x+ p√
4q − p2

+C.

Ïðèì å ð 181. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
3x− 1

x2 − 4x+ 8
dx.

Ïðîèçâîäíàÿ çíàìåíàòåëÿ (x2 − 4x + 8)′ = 2x − 4, âûäåëÿÿ â çíàìå-
íàòåëå ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷àåì

(x2 − 4x+ 8) = (x2 − 4x+ 4) + 4 = (x− 2)2 + 22.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫
3x− 1

x2 − 4x+ 8
dx =

∫ 3
2
(2x− 4)− 1 + 6

x2 − 4x+ 8
dx =

=
3

2

∫
2x− 4

x2 − 4x+ 8
dx+ 5

∫
dx

x2 − 4x+ 8
=

=
3

2
ln(x2 − 4x+ 8) + 5

∫
dx

(x− 2)2 + 22
=

=
3

2
ln(x2 − 4x+ 8) +

5

2
arctg

x− 2

2
+ C.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê èíòåãðèðóþòñÿ ïðîñòåéøèå äðîáè IV

òèïà. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè

∫
Ax+B

(x2 + px+ q)k
, ãäå p2/4− q < 0, âû-

äåëèì â ÷èñëèòåëå ïðîèçâîäíóþ îò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ñòîÿùå-
ãî â çíàìåíàòåëå, è ðàçîáüåì èíòåãðàë íà ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ
(êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå):∫

Ax+B

(x2 + px+ q)k
dx =

A

2

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)k
+

+

(
B − Ap

2

)∫
dx

(x2 + px+ q)k
.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïîäñòàíîâêè x2 + px + q = t, à âî âòîðîì â çíàìåíàòåëå âûäåëÿþò
ïîëíûé êâàäðàò è áåðóò åãî ïî ÷àñòÿì, ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó

t = x+
p

2
.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî:
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1) ïðåäñòàâèòü äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå ñóììû
ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè;

2) ðàçëîæèòü çíàìåíàòåëü ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè íà
ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè ïî ôîðìóëå (35) è ïðåä-
ñòàâèòü äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé ïî ôîðìóëå
(36);

3) âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû;

4) ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí è ïðîñòåéøèå äðî-
áè.

Ïð èì å ð 182. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
x5 + 4x4 − 7x3 − 21x2 + 26x+ 5

x3 + x2 − 6x
dx.

Äðîáü ÿâëÿåòñÿ íåïðàâèëüíîé, ïîýòîìó ñíà÷àëà âûäåëÿåì èç íåå öå-
ëóþ ÷àñòü:

x5 + 4x4 − 7x3 − 21x2 + 26x+ 5

x3 + x2 − 6x
= x2 + 3x− 4 +

x2 + 2x+ 5

x3 + x2 − 6x
.

Çàòåì ðàñêëàäûâàåì çíàìåíàòåëü ïðàâèëüíîé äðîáè íà ìíîæèòåëè:

x3 + x2 − 6x = x
(
x2 + x− 6

)
= x(x− 2)(x+ 3).

Òàê êàê êàæäûé èç ìíîæèòåëåé x, x − 2, x + 3 âõîäèò â çíàìåíàòåëü â
ïåðâîé ñòåïåíè, òî äàííàÿ ïðàâèëüíàÿ äðîáü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé I òèïà:

x2 + 2x+ 5

x(x− 2)(x+ 3)
=

A

x
+

B

x− 2
+

C

x+ 3
.

Ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

x2 + 2x+ 5

x(x− 2)(x+ 3)
=

A(x− 2)(x+ 3) +Bx(x+ 3) + Cx(x− 2)

x(x− 2)(x+ 3)
.

Ïðèðàâíèâàåì ÷èñëèòåëè, ñãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïå-
íÿìè x:

x2 + 2x+ 5 = x2(A+B + C) + x(A+ 3B − 2C) + (−6A).

Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé 

A+B + C = 1,
A+ 3B − 2C = 2,
−6A = 5,
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ðåøèâ êîòîðóþ, íàéäåì A = −5/6, B = 13/10, C = 8/15. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçëîæåíèå äðîáè íà ïðîñòåéøèå èìååò âèä

x2 + 2x+ 5

x(x− 2)(x+ 3)
=

−5/6

x
+

13/10

x− 2
+

8/15

x+ 3
.

Íåèçâåñòíûå A, B è C â ðàçëîæåíèè ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü äðó-
ãèì ñïîñîáîì. Ïðèðàâíÿâ ÷èñëèòåëè, ìîæíî ïðèäàòü ïåðåìåííîé ñòîëüêî
÷àñòíûõ çíà÷åíèé, ñêîëüêî ñîäåðæèòñÿ â ñèñòåìå íåèçâåñòíûõ, â äàííîì
ñëó÷àå � òðè ÷àñòíûõ çíà÷åíèÿ.

Îñîáåííî óäîáíî ïðèäàâàòü x çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíû-
ìè êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè
çíàìåíàòåëÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 0, 2 è −3. Ïîäñòàâëÿåì ýòè çíà÷åíèÿ â îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà

x2 + 2x+ 5 = A(x− 2)(x+ 3) +Bx(x+ 3) + Cx(x− 2).

Ïðè x = 0 ïîëó÷àåì 5 = A · (−2) · 3, îòêóäà ñëåäóåò A = −5/6; ïðè x = 2
ïîëó÷èì 22 + 2 · 2 + 5 = B · 2 · (2 + 3), îòêóäà íàõîäèì B = 13/10; ïðè
x = −3 èìååì −32 + 2 · (−3) + 5 = C · (−3) · (−3 − 2), îòêóäà ïîëó÷àåì
C = 3/15.

Òàêèì îáðàçîì,∫
x5 + 4x4 − 7x3 − 21x2 + 26x+ 5

x3 + x2 − 6x
dx =

=

∫ (
x2 + 3x− 4 +

x2 + 2x+ 5

x3 + x2 − 6x

)
dx =

∫
(x2 + 3x− 4)dx−

− 5

6

∫
dx

x
+

13

10

∫
dx

x− 2
+

8

15

∫
dx

x+ 3
=

=
x3

3
+

3x2

2
− 4x− 5

6
ln |x|+ 13

10
ln |x− 2|+ 8

15
ln |x+ 3|+ C.

Ïðèì å ð 183. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
x2 + 1

(x− 1)3(x+ 3)
dx.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâèëüíóþ ðàöèî-
íàëüíóþ äðîáü, è ìíîãî÷ëåí â çíàìåíàòåëå ðàçëîæåí íà ìíîæèòåëè.
Ìíîæèòåëþ (x− 1)3 ñîîòâåòñòâóåò ñóììà òðåõ ïðîñòåéøèõ äðîáåé

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

(x− 1)3
,

à ìíîæèòåëþ (x+ 3) � ïðîñòåéøàÿ äðîáü
D

x+ 3
. Ñëåäîâàòåëüíî,

x2 + 1

(x− 1)3(x+ 3)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

(x− 1)3
+

D

x+ 3
,
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îòêóäà ïîëó÷àåì

x2 + 1 = A(x− 1)2(x+ 3) +B(x− 1)(x+ 3) + C(x+ 3) +D(x− 1)3.

Äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è −3. Ïî-
ëàãàÿ x = 1, ïîëó÷èì 2 = 4C, ò.å. C = 1/2. Ïðè x = −3 ïîëó÷àåì
10 = −64D, ò.å. D = −5/32.

Ñãðóïïèðóåì êîýôôèöèåíòû ïî ñòåïåíÿì x è ñðàâíèì èõ:

x2 + 1 = x3(A+D) + x2(A+B − 3D)+

+ x(−5A+ 2B + C + 3D) + (3A− 3B + 3C −D).

Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íåò ÷ëåíà ñ x3, çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ïðè x3

ðàâåí 0, A+D = 0, ñëåäîâàòåëüíî, A = −D = 5/32. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ B
ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè x2. Ïîëó÷àåì 1 = A + B − 3D, îòêóäà
íàõîäèì, ÷òî B = 3/8. Ñëåäîâàòåëüíî,

x2 + 1

(x− 1)3(x+ 3)
=

5/32

x− 1
+

3/8

(x− 1)2
1/2

(x− 1)3
− 5/32

x+ 3
,

è èíòåãðàë∫
x2 + 1

(x− 13)(x+ 3)
dx =

5

32

∫
dx

x− 1
+

3

8

∫
dx

(x− 1)2
+

+
1

2

∫
dx

(x− 1)3
− 5

32

∫
dx

x+ 3
=

=
5

32
ln |x− 1|+ 3

8(x− 1)
− 1

4(x− 1)2
− 5

32
ln |x+ 3|+ C.

Ïðèì å ð 184. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
2x2 + x+ 3

(x+ 2)(x2 + x+ 1)
dx.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Çíà-
ìåíàòåëü ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûé ìíîæèòåëü, êîòîðûé íåðàçëîæèì íà

ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, òàê êàê
p2

4
−q =

12

4
−1 = −3

4
< 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé äðîáè íà ïðîñòåéøèå áóäåò èìåòü âèä

2x2 + x+ 3

(x+ 2)(x2 + x+ 1)
=

A

x+ 2
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
.

Ïðèâîäèì âûðàæåíèå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïðèðàâíèâàåì ÷èñëèòåëè

2x2 + x+ 3 = A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 2) =

= x2(A+B) + x(A+ 2B + C) + (A+ 2C).
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Äåéñòâèòåëüíûì êîðíåì çíàìåíàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî (−2). Ïðè x =
−2 ïîëó÷àåì 9 = 3A, îòêóäà íàõîäèì A = 3. Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè x2 è x0, ïîëó÷àåì 2 = A + B, îòêóäà B = 2 − A = −1; 3 = A + 2C,
îòêóäà C = (3−A)/2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

2x2 + x+ 3

(x+ 2)(x2 + x+ 1)
=

3

x+ 2
− x

x2 + x+ 1
.

Òàêèì îáðàçîì,∫
2x2 + x+ 3

(x+ 2)(x2 + x+ 1)
dx = 3

∫
dx

x+ 2
−
∫

x dx

x2 + x+ 1
=

= 3 ln |x+ 2|+
∫

1/2(2x+ 1)− 1/2

x2 + x+ 1
dx =

= 3 ln |x+ 2|+ 1

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx− 1

2

∫
dx

(x+ 1/2)2 + 3/4
=

= 3 ln |x+ 2|+ 1

2
ln(x2 + x+ 1)− 1√

3
arctg

2x+ 1√
3

+ C.

Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ âèäîâ èððàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé

1. Èíòåãðàëû âèäà

∫
dx√

ax2 + bx+ c
è

∫
Ax+B√
ax2 + bx+ c

dx.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â êâàäðàòíîì òðåõ÷ëåíå âû-
äåëÿþò ïîëíûé êâàäðàò è îñóùåñòâëÿþò ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåí-
íîé (ñì. ïðèìåð 171 íà Ñ. 166).

Ï ð èì å ð 185. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

dx√
x2 + 4x+ 5

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x2 + 4x+ 5 = (x+ 2)2 + 1, çàìåíà t = x+ 2 ïîçâîëÿåò
ñâåñòè èñêîìûé èíòåãðàë ê òàáëè÷íîìó:∫

dx

x2 + 4x+ 5
=

∫
dt√
t2 + 1

= ln
∣∣∣t+√t2 + 1

∣∣∣+ C =

= ln
∣∣∣x+ 2 +

√
x2 + 4x+ 5

∣∣∣+ C.

Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî èíòåãðàëà ïîñòóïàþò òàê æå, êàê ïðè èíòå-

ãðèðîâàíèè ïðîñòåéøåé äðîáè III òèïà (ñì. C. 173). Ñíà÷àëà â ÷èñëèòåëå

âûäåëÿþò ïðîèçâîäíóþ îò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, çàòåì ðàçáèâàþò èí-

òåãðàë íà ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ. Â ïåðâîì èíòåãðàëå äåëàþò çàìåíó

t = ax2 + bx + c, âî âòîðîì âûäåëÿþò ïîëíûé êâàäðàò è îñóùåñòâëÿþò

ëèíåéíóþ çàìåíó.
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Ïðèì å ð 186. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

x dx√
8 + 4x− 4x2

.

Ïðîèçâîäíàÿ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà (8+4x+x2)′ = 4− 8x. Âûäåëÿÿ
â êâàäðàòíîì òðåõ÷ëåíå ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷àåì

8 + 4x+ x2 = −(4x2 − 4x− 8) = −
(
(2x)2−2 · 2x · 1+12−12−8

)
=

= −
(
(2x− 1)2 − 9

)
= 9− (2x− 1)2.

Îñóùåñòâëÿåì çàìåíó t1 = 8 + 4x − 4x2, dt1 = 4 − 8x è t2 = 2x − 1,
îòêóäà ïîëó÷àåì x = (t2 + 1)/2, dx = dt2/2. Â ðåçóëüòàòå∫

x dx√
8 + 4x− 4x2

=

∫
−1/8(4− 8x) + 1/2√

8 + 4x− 4x2
dx =

= −1

8

∫
4− 8x

8 + 4x− 4x2
dx+

1

2

∫
dx√

9− (2x− 1)2
=

= −1

8

∫
dt1√
t1

+
1

4

∫
dt2√
9− t22

= −1

4

√
t1 +

1

4
arcsin

t2
3

+ C =

= −1

4

√
8 + 4x− 4x2 +

1

4
arcsin

2x− 1

3
+ C.

Ðàññìîòðèì èððàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, èíòåãðàëû îò êîòîðûõ ñ
ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê ïðèâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëèçàöèåé.

Îáîçíà÷èì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ áóêâîé R.

2. Èíòåãðàëû âèäà

∫
R
(
x, x

m
n , . . . , x

p
q

)
dx.

Ðàöèîíàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû x = tk, ãäå k

� îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé
m

n
, . . .,

p

q
.

Ï ð èì å ð 187. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

dx√
x+ 3

√
x
.

Ïîñêîëüêó
√
x − x1/2, à 3

√
x = x1/3, òî k = 6. Îñóùåñòâëÿåì çàìåíó

x = t6, òîãäà dx = 6t5dt,
√
x = t3, 3

√
x = t2. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

dx√
x+ 3

√
x

= 6

∫
t5 dt

t3 + t2
= 6

∫
t3 dt

t+ 1
=

= 6

∫ (
t2 − t+ 1− 1

t+ 1

)
dt = 6

(
t3

3
− t2

2
+ t− ln |t+ 1|+ C

)
=

= 2t3 − 3t2 + 6t− 6 ln |t+ 1| =
= 2

√
x− 3 3

√
x+ 6 6

√
x− 6 ln

(
6
√
x+ 1

)
+ C.
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3. Èíòåãðàëû âèäà

∫
R
(
x,

n
√
ax+ b

)
dx ìîæíî ðàöèîíàëèçèðî-

âàòü ïîäñòàíîâêîé ax + b = tn, à èíòåãðàëû áîëåå îáùåãî âèäà∫
R
(
xm,

n
√
axm + b

)
xm−1dx � ïîäñòàíîâêîé axm + b = tn.

Ï ð èì å ð 188. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

x3 dx

1 + 3
√
x4 + 1

.

Çàìåíèì x4 + 1 = t3, òîãäà 4x3 dx = 3t2 dt è x3 dx =
3

4
t2 dt. Ïîëó÷àåì

∫
x3 dx

1 + 3
√
x4 + 1

=
3

4

∫
t2 dt

1 + t
=

=
3

4

∫ (
t− 1 +

1

t+ 1

)
dt =

3

4

(
t2

2
− t+ ln |t+ 1|

)
+ C =

=
3

8
3

√
(x4 + 1)2 − 3

4
3
√

x4 + 1 +
3

4
ln
∣∣∣ 3
√

x4 + 1
∣∣∣+ C.

Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

170.

∫
4
√
x− 2x+ 5

x2
dx. 171.

∫ √
x2 + 1−

√
x2 − 1√

x4 − 1
dx.

172.

∫
x2 − 5

x2 + 2
dx. 173.

∫
3− 2 ctg2 x

cos2 x
dx.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ èëè èñïîëüçóÿ ëèíåé-
íóþ çàìåíó:

174.

∫
dx

7x2 − 3
. 175.

∫
6dx√
9x2 − 2

.

176.

∫
15dx√
1− 25x2

. 177.

∫
dx

1 + 6x2
.
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Âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ ìåòîä çàìåíû
ïåðåìåííîé:

178.

∫
cos 3x dx. 179.

∫
e7−2x dx.

180.

∫
dx

cos2 (2− 7x)
. 181.

∫
dx

5x+ 2
.

182.

∫
4

√
(11− 5x)

3
dx. 183.

∫
dx

x2 + 4x+ 29
.

184.

∫
dx√

5− 12x− 9x2
.

Âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

185.

∫
3
√
x2 + 7 · x dx. 186.

∫
x3dx

3x4 − 2
.

187.

∫
ctg (5x+ 1) dx. 188.

∫
sinx

3 + cosx
dx.

189.

∫
xdx

1 + x4
. 190.

∫
dx

(2x+ 5) ln3 (2x+ 5)
.

191.

∫
e2x

1− 3e2x
dx.

Âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

192.

∫
ln (3− 2x) dx. 193.

∫
(5x− 2) sin 3x dx.

194.

∫
(3x− 2) e−7x dx. 195.

∫
arctg 8x dx.

196.

∫
arcsin

(x
3

)
dx. 197.

∫
(2x− 3) cos 2x dx.
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Âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé:

198.

∫
3x2 + 20x+ 9

(x2 + 4x+ 3)(x+ 5)
dx. 199.

∫
2x4 + 8x3 + 9x2 − 7

(x2 + x− 2)(x+ 3)
dx.

200.

∫
3x+ 13

(x2 + 2x+ 5)(x− 1)
dx. 201.

∫
5x3−17x2+18x−5

(x− 1)3(x− 2)
dx.

Âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

202.

∫
x3√
1 + x

dx. 203.

∫
dx

1 +
√
x+ 3

.

204.

∫
x+

3
√
x2 + 6

√
x

x(1 + 3
√
x)

dx. 205.

∫
(8x− 3) dx√
12x− 4x2 − 5

.

206.

∫
(3x− 2) dx√
4x2 − 4x+ 5

.

6.2. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðà-
ïåöèè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû aABb (ðèñ. 55),
îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé è íåîòðèöàòåëüíîé íà îòðåç-
êå [a; b] ôóíêöèè y = f(x) è îòðåçêàìè ïðÿìûõ y = 0, x = a, x = b.
Ýòà ôèãóðà íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé.

Ðàçîáüåì ðàññìàòðèâàåìûé îòðåçîê [a; b] ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì òî÷êàìè a = x0 < x1 < . . . < xn = b íà n ÷àñòè÷íûõ îòðåç-
êîâ è îáîçíà÷èì èõ äëèíû ∆xk = xk − xk−1, k = 1, n. Íà êàæäîì
÷àñòè÷íîì îòðåçêå [xk−1; xk], k = 1, n âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó ξk. Ïðîèçâåäåíèå f(ξk) · ∆xk ðàâíî ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà,

èìåþùåãî îñíîâàíèå ∆xk è âûñîòó f(ξk), à ñóììà

n∑
k=1

f(ξk) · ∆xk

ïðèáëèæåííî ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè aABb. Ýòà
ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îò-
ðåçêå [a; b].

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû ïðè n,
ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ
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Ðèñ. 55

îòðåçêà [a; b] è âûáîðà òî÷åê ξk, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ îïðåäå-
ëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a; b] è îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì

b∫
a

f(x) dx = lim
n→∞
∆xk→0

n∑
k=1

f(ξk) ·∆xk,

ãäå f(x) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, f(x) dx � ïîäûíòåãðàëüíîå

âûðàæåíèå, ÷èñëà a è b � ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ (a � íèæíèé
ïðåäåë, b � âåðõíèé ïðåäåë).

Òåîðåìà 22. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îò-
ðåçêå.

Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà

Òåîðåìà 23. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]
è F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x) íà ýòîì îòðåçêå, òî

b∫
a

f(x) dx =F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà � Ëåéáíèöà. Îíà
äàåò ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
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Ïðèì å ð 189. Âû÷èñëèòü

1∫
0

dx

1 + x2
.

1∫
0

dx

1 + x2
=arctg x

∣∣∣∣1
0

= arctg 1− arctg 0 =
π

4
.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèþ f(x).

1. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè ñ ðàâíûìè âåðõíèì è
íèæíèì ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåí íóëþ:

a∫
a

f(x) dx = 0.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà:

b∫
a

k f(x) dx = k

b∫
a

f(x) dx.

3. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ ôóíêöèé
ðàâåí ñóììå (ðàçíîñòè) îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ îò ýòèõ ôóíê-
öèé:

b∫
a

[f1(x)± f2(x)] dx =

b∫
a

f1(x) dx±
b∫

a

f2(x) dx.

Äàííîå ñâîéñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ñóììû (ðàçíî-
ñòè) ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé.

4. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëåííûé èí-
òåãðàë ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé:

b∫
a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx.
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5. Èíòåãðàë ïî îòðåçêó ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî åãî ÷àñòÿì:

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx,

ãäå a ⩽ c ⩽ b.

Ïðèì å ð 190. Âû÷èñëèòü

2∫
1

(3x4 + 2x2 − 5)dx.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 2 è 3, ïîëó÷àåì

2∫
1

(3x4 + 2x2 − 5)dx = 3

2∫
1

x4dx+ 2

2∫
1

x2dx− 5

2∫
1

dx =

=
3

5
x5

∣∣∣∣2
1

+
2

3
x3

∣∣∣∣2
1

− 5x

∣∣∣∣2
1

=
3

5

(
25 − 1

)
+

2

3

(
23 − 1

)
− 5 (2− 1) =

274

15
.

Çàìåíà ïåðåìåííîé ïîä çíàêîì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b],
ôóíêöèÿ x = φ(t) ñòðîãî ìîíîòîííà è èìååò íà îòðåçêå [α; β] íåïðå-
ðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïóñòü a ⩽ φ(t) ⩽ b è φ(α) = a, φ(β) = b.
Òîãäà ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå âû-
ãëÿäèò òàê:

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f [φ(t)] · φ′(t) dt.

Ïðèì å ð 191. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

e∫
1

dx

x(1 + ln2 x)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé t = lnx, òîãäà dt =
1

x
dx, ïðè÷åì ïðè

x = 1, t = 0, à ïðè x = e, t = 1:

e∫
1

dx

x(1 + ln2 x)
=

1∫
0

dt

1 + t2
= arctg t

∣∣∣∣1
0

=
π

4
.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Ïóñòü ôóíêöèè u = u(x) è v = v(x) èìåþò íà îòðåçêå [a; b]
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå u′(x) è v′(x), òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

b∫
a

u dv = uv

∣∣∣∣b
a

−
b∫

a

v du.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ï ð èì å ð 192. Âû÷èñëèì èíòåãðàë

π∫
0

x cosx dx.

Îáîçíà÷èì u = x, dv = cosx dx, ïîëó÷èì

π∫
0

x cosx dx = (x sinx)

∣∣∣∣π
0

−
π∫

0

sinx dx = π · sinπ − 0 · sin 0− (− cosx)

∣∣∣∣π
0

=

= cosπ − cos 0 = −2.

Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ÷èñëîì.

Ñìûñë ýòîãî ÷èñëà çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêîãî, ôèçè÷åñêîãî è ïðî-
÷åãî ñìûñëà ôóíêöèè f(x).

Åñëè ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì, à ôóíêöèÿ y = f(x) �
ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ íåêîòîðîãî òåëà, òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
b∫

a

f(x) dx ðàâåí äëèíå ïóòè, ïðîéäåííîãî çà âðåìÿ x = b− a.

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà, òî îïðåäå-

ëåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx ðàâåí îáúåìó ïðîäóêöèè, âûïóùåííîé

çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè x = b− a.
Åñëè x � ïåðåìåùåíèå, à ôóíêöèÿ y = f(x) � ñèëà, äåéñòâó-

þùàÿ íà ïåðåìåùàåìîå òåëî, òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx
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÷èñëåííî ðàâåí ðàáîòå ñèëû íà ïðîéäåííîì ïóòè.
Åñëè y = f(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðàôèê íåêîòîðîé íåîòðè-

öàòåëüíîé ôóíêöèè, òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx ÷èñëåííî

ðàâåí ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

Ïð èì å ð 193. Íàéòè ïóòü, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé çà
÷åòâåðòóþ ñåêóíäó, åñëè ñêîðîñòü åå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ çàäàíà
ôóíêöèåé v = 3t2 − 2t− 3 ì/ñ.

S =

4∫
3

(3t2 − 2t− 3) dt = (t3 − t2 − 3t)

∣∣∣∣4
3

= 27 (ì).

Ïðèì å ð 194. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì
ôóíêöèè y =

√
x, îñüþ Ox è ïðÿìîé x = 4 (ðèñ. 56).

0

x

y

1

1

4

y= x

Ðèñ. 56

S =

4∫
0

√
x dx =

2

3

√
x3

∣∣∣∣4
0

=
16

3
(êâ. åä.).

Ðåøåíèå çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð óïðî-
ùàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü íà îòðåçêå [a; b] çàäàíû íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè y = f1(x) è y = f2(x) òàêèå, ÷òî f1(x) ⩾ f2(x) (ðèñ. 57).
Òîãäà ïëîùàäü S ôèãóðû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ãðàôèêàìè äàííûõ
ôóíêöèé y = f1(x) è y = f2(x) íà îòðåçêå [a; b], âû÷èñëÿåòñÿ ïî
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ôîðìóëå

S =

b∫
a

(f1(x)− f2(x)) dx.

0
x

y

a b

y= f HxL

y= f HxL

1

2

Ðèñ. 57

Ïðèì å ð 195. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì
ôóíêöèè y =

√
x è y = x2 (ðèñ. 58).

0

x

y

1

1 y= x

y=x2

0

x

y

1 2

4 y=3x

y=4-x2

Ðèñ. 58 Ðèñ. 59

Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y =
√
x è y = x2. Èõ

êîîðäèíàòû (0; 0) è (1; 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

S =

1∫
0

(√
x− x2) dx =

(
2

3

√
x3 − x3

3

)∣∣∣∣1
0

=
1

3
(êâ.åä.).
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Ïðèì å ð 196. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè
ôóíêöèé y = 3x, y = 4 − x2 è îñüþ Ox, íàõîäÿùåéñÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 59).

Ãðàôèêè ôóíêöèé y = 3x è y = 4 − x2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (1; 3),
ëèíèÿ y = 3x ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (0; 0), ëèíèÿ y = 4−x2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (2; 0). Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà

S =

1∫
0

3x dx+

2∫
1

(4− x2) dx =
3

2
x2

∣∣∣∣1
0

+

(
4x− 1

3
x3

)∣∣∣∣2
1

=
19

6
(êâ.åä.).

Óïðàæíåíèÿ

Âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

207.

π/4∫
π/6

dx

cos2 x
. 208.

2∫
1

(
x2 +

1

x4

)
dx.

209.

4∫
1

2x2 + 3
√
x− 1

2x
dx. 210.

0∫
−1

dx

4x2 − 9
.

211.

1∫
0

dx

(3x+ 1)2
. 212.

4∫
1

dx√
5− x

.

213.

4∫
3

dx

x2 − 3x+ 2
. 214.

4∫
0

x
√
x2 + 9 dx.

215.

π∫
π/2

sinx dx

cos2 x+ 1
. 216.

e∫
1

ln2 x

x
dx.

217.

5∫
1

x
√
x− 1 dx. 218.

1∫
−1

x dx√
5− 4x

.
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Âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

219.

1∫
0

x e−x dx. 220.

π/2∫
0

(1 + 5x) sinx dx.

221.

2∫
1

x2 lnx dx. 222.

1∫
−1

x arctg x dx.

223. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y = x2 +2
è ïðÿìûìè x = −1, x = 2 è y = 0.

224. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíê-
öèè y = x2 − 6x+ 5 è îñüþ Ox.

225. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíê-
öèé y = x2 − 3x è y = x.

226. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíê-
öèé y = x2 − 2x è y = 4− x2.

227. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíê-
öèé y = −2x2 è y = 1− 3x2.

228. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíê-
öèé y = 2x3 è y = 4− 2x.

229. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíê-
öèé y = (x− 1)2, y = 1 + 2x è îñüþ Ox.

230. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé y =
2

x
è ïðÿ-

ìûìè y = x+ 1, y = 0, x = 3.

6.3. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë � ýòî èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè, çàäàííîé íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îãðà-
íè÷åíà íà îòðåçêå. Íî ðÿä çàäà÷ (â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí) ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ ïîíÿòèÿ îïðåäåëåííî-
ãî èíòåãðàëà íà ñëó÷àè áåñêîíå÷íûõ ïðîìåæóòêîâ è ðàçðûâíûõ
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ôóíêöèé. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþòñÿ íåñîáñòâåííûìè. Ðàçëè÷à-
þò íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà (ñ áåñêîíå÷íûìè ïðå-
äåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ) è íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

(îò ðàçðûâíûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé).

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû I ðîäà

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïðîèç-
âîëüíîì îòðåçêå [a; b]. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èíòåãðèðóåìà íà ýòîì

îòðåçêå, ò.å. ñóùåñòâóåò

b∫
a

f(x) dx äëÿ ëþáîãî b ⩾ a.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì âåðõíèì ïðåäåëîì èí-

òåãðèðîâàíèÿ îò ôóíêöèè y = f(x) íà ïðîìåæóòêå [a; +∞) îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî íåñîáñòâåííûé èíòå-
ãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ; åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí
áåñêîíå÷íîñòè � ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ï ð èì å ð 197. Íàéòè

+∞∫
0

e−xdx.

+∞∫
0

e−xdx = lim
b→+∞

b∫
0

e−xdx = lim
b→+∞

(
−e−x) ∣∣∣∣b

0

= − lim
b→+∞

1

ex

∣∣∣∣b
0

=

= − lim
b→+∞

(
1

eb
− 1

e0

)
= 1.

Äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Âåëè÷èíà

+∞∫
0

e−xdx ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé îñüþ Ox, îñüþ Oy
è ãðàôèêîì ôóíêöèè y = e−x (ðèñ. 60).
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0
x

y

1

y=e-x

Ðèñ. 60

Ïî ìåðå óäàëåíèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ îò íà÷àëà
êîîðäèíàò (b→ +∞) ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè âîçðàñòàåò,
íî íå áåçãðàíè÷íî: îíà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, ò.å. ïëîùàäü êîíå÷íà.

Ï ð èì å ð 198. Íàéòè

+∞∫
1

1

x
dx.

+∞∫
1

1

x
dx = lim

b→+∞

b∫
1

1

x
dx = lim

b→+∞
ln |x|

∣∣∣∣b
1

= lim
b→+∞

(ln b− ln 1) = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íî íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó ñ áåñêîíå÷íûì âåðõíèì
ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ
áåñêîíå÷íûì íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ:

b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx

è ñ äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ:

+∞∫
−∞

f(x) dx =

0∫
−∞

f(x) dx+

+∞∫
0

f(x) dx =

= lim
a→−∞

0∫
a

f(x) dx+ lim
b→+∞

b∫
0

f(x) dx.
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Çàìå÷àíèå. Èíòåãðàë ñ äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè èí-
òåãðèðîâàíèÿ ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ êàæäûé èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà.

Â êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âñòðå÷àåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë

+∞∫
−∞

e−x2/2dx, íàçûâàåìûé èíòåãðàëîì Ýéëåðà � Ïóàññîíà. Äî-

êàçàíî, ÷òî

+∞∫
−∞

e−x2/2dx =
√
2π, ò.å. ïëîùàäü ïîä êðèâîé

1√
2π
e−

x2

2

(ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå êðèâîé Ãàóññà) íà èíòåðâàëå (∞; +∞) ðàâíà
åäèíèöå (ðèñ. 61).

0

x

y

y=
1

2 Π
e-

x2

2

1

2 Π

Ðèñ. 61

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû II ðîäà

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà ïðè a < x ⩽ b è èìååò òî÷-
êó ðàçðûâà ïðè x = a. Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

b∫
a

f(x) dx = lim
ε→0

b∫
a+ε

f(x) dx

è íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì II ðîäà.
Åñëè ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî

èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ðàñõîäÿ-
ùèìñÿ.

Ï ð èì å ð 199. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
1∫

0

1√
x
dx.
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Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
1√
x
íà îòðåçêå [a; b] íå ñóùåñòâóåò

ïðè x = 0, ïîýòîìó

1∫
0

1√
x
dx = lim

ε→0

1∫
0+ε

x− 1
2 dx = lim

ε→0
2
√
x

∣∣∣∣1
ε

= 2 lim
ε→0

(√
1−

√
ε
)
= 2.

Äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ îñÿìè êî-

îðäèíàò, êðèâîé è ïðÿìîé, èìååò êîíå÷íóþ ïëîùàäü, ðàâíóþ 2 êâ. åä.

(ñì. ðèñ. 62).

0
x

y

1

y=
1

x

Ðèñ. 62

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, èìåþùèé
òî÷êó ðàçðûâà x = b:

b∫
a

f(x) dx = lim
δ→0

b−δ∫
a

f(x) dx.

Ïðèì å ð 200. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

4∫
0

1√
16− x2

dx.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
1√

16− x2
íå îïðåäåëåíà ïðè x = 4,

ñëåäîâàòåëüíî,

4∫
0

1√
16− x2

dx = lim
δ→0

4−δ∫
0

1√
16− x2

dx = lim
δ→0

arcsin
x

4

∣∣∣∣4−δ

0

=
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= lim
δ→0

(
arcsin

4− δ

4
− arcsin 0

)
= lim

δ→0
arcsin

(
1− δ

4

)
= arcsin 1 =

π

2
.

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ â òî÷êå c, ñîäåð-
æàùåéñÿ âíóòðè èíòåðâàëà (a; b), òî ýòà òî÷êà c ðàçáèâàåò îòðåçîê
èíòåãðèðîâàíèÿ íà äâà îòðåçêà, è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàê:

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx = lim
δ→0

c−δ∫
a

f(x) dx+lim
ε→0

b∫
c+ε

f(x) dx.

Çàìå÷àíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë II ðîäà ñõîäèòñÿ, åñëè
ñõîäèòñÿ êàæäûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

Óïðàæíåíèÿ

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà:

231.

+∞∫
1

x3 + 1

x5
dx. 232.

0∫
−∞

e−2x dx.

233.

+∞∫
0

arctg x

x2 + 1
dx. 234.

0∫
−∞

x e−x2

dx.

235.

+∞∫
0

x e−2x dx. 236.

+∞∫
1

x dx√
x2 + 1

.

237.

+∞∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 2
.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà:

238.

1∫
0

dx√
1− x2

. 239.

1∫
0

dx

1− x2
.
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240.

1∫
3/4

dx
5
√
3− 4x

. 241.

0∫
−1

dx√
(x+ 1)3

242.

3∫
1

dx
3
√
(x− 3)5

. 243.

1∫
0

2x dx√
1− x4

.

244.

1∫
0,5

dx

x · ln3 x
. 245.

2∫
0

dx

x2 − 2x
.

246.

π∫
π/2

ctg x dx.

7. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïðè èçó÷åíèè ïðèðîäíûõ è îáùåñòâåííûõ ÿâëåíèé íå âñåãäà
óäàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íàéòè çàêîíû, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ âå-
ëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ýòè ÿâëåíèÿ, íî ìîæíî óñòàíîâèòü çà-
âèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè è èõ ïðîèçâîäíûìè èëè äèô-
ôåðåíöèàëàìè.

Çàâèñèìîñòü, ñâÿçûâàþùàÿ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x, íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé y(x) è åå ïðîèçâîäíûå (èëè
äèôôåðåíöèàëû) ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Åñëè ôóíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàâè-
ñèò îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, òî òàêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ. Íàïðèìåð,
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0.

Â ðàìêàõ äàííîãî êóðñà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îáûêíî-
âåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ñòàðøåãî äèôôåðåíöèàëà) â äèô-
ôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äàííîãî óðàâíå-

íèÿ.

196



Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ

y′ − x2y + x2 = 0 è (x+ y + 1)dx+ (x− y2 + 3)dy = 0

ïåðâîãî ïîðÿäêà, à óðàâíåíèå

xy(5) + yy′′′ = 1

ïÿòîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê äèôôåðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèÿì.

Ïðèì å ð 201. Çàêîí ðàñïàäà íåêîòîðûõ ðàäèîàêòèâíûõ âåùåñòâ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïàäà ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ýòîãî
âåùåñòâà. Åñëè x(t) � êîëè÷åñòâî íåðàçëîæèâøåãîñÿ âåùåñòâà â ìîìåíò
âðåìåíè t, òî ýòîò çàêîí ìîæíî çàïèñàòü òàê:

dx

dt
= −kx,

ãäå
dx

dt
� ñêîðîñòü ðàñïàäà, k � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

õàðàêòåðèçóþùàÿ äàííîå âåùåñòâî. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèå ðàäèîàêòèâ-
íîãî ðàñïàäà âõîäèò ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îíî ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-
íèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Çíàê ¾ìèíóñ¿ â ïðàâîé ÷àñòè óêàçûâàåò íà òî, ÷òî x óáûâàåò ñî âðå-

ìåíåì; çíàê ¾ïëþñ¿, ïîäðàçóìåâàåìûé âñåãäà, êîãäà çíàê ÿâíî íå óêàçàí,

îçíà÷àë áû, ÷òî x âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì.

Ïðèì å ð 202. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè ìàññû m ïîä âëèÿíèåì
ñèëû F (âòîðîé çàêîí Íüþòîíà) îïèñûâàåò óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

m
d2x

dt2
= F

(
t, x,

dt

dx

)
.

Ïðîèçâåäåíèå ìàññû íà óñêîðåíèå ðàâíî ñèëå, êîòîðàÿ çàâèñèò îò

âðåìåíè, ïîëîæåíèÿ òî÷êè è åå ñêîðîñòè.

Ïðèì å ð 203. Óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèé

dx

dt
= −βx(n+m− x),

ãäå x(t) � ÷èñëî íåçàðàæåííûõ èíäèâèäîâ â ìîìåíò âðåìåíè t, n è m �

÷èñëî çàðàæåííûõ è íåçàðàæåííûõ ëþäåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
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ñîîòâåòñòâåííî, β � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (çàâèñèò îò âèäà

èíôåêöèè).

Ïðèì å ð 204. Ìîäåëü Ìàëüòóñà � îäíà èç ïåðâûõ ìîäåëåé, îïèñû-
âàþùèõ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé:

dN

dt
= λ ·N, N(0) = N0 > 0,

ãäå
dN

dt
� ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè λ > 0 � ìàëüòóçè-

àíñêèé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðîñòà N(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â

ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïðèì å ð 205. Óðàâíåíèå Ôåðõþëüñòà, èñïîëüçóåìîå â ýêîëîãèè
äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè

dP

dt
= rP

(
1− P

K

)
,

ãäå ïàðàìåòð r õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðîñòà (ðàçìíîæåíèÿ), à K � åì-

êîñòü ñðåäû (ò. å. ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè).

Ïðèì å ð 206. Ìîäåëü Ëîòêè � Âîëüòåððû. Äàííàÿ ìîäåëü îïèñû-
âàåò ïîïóëÿöèþ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ âèäîâ. Ïåðâûé
èç íèõ, íàçûâàåìûé õèùíèêàìè, ïðè îòñóòñòâèè âòîðîãî âûìèðàåò ïî
çàêîíó x′ = −a1x, (a > 0), à âòîðîé � æåðòâû � ïðè îòñóòñòâèè õèù-
íèêîâ íåîãðàíè÷åííî ðàçìíîæàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ìàëüòóñà
y′ = a2y. Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ýòèõ âèäîâ ìîäåëèðóåòñÿ òàê. Æåðòâû
âûìèðàþò ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ÷èñëó âñòðå÷ õèùíèêîâ è æåðòâ, êî-
òîðîå â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷èñëåííîñòè
îáåèõ ïîïóëÿöèé, ò. å. ðàâíîé b2xy (b2 > 0). Ïîýòîìó y′ = a2y − b2xy.
Õèùíèêè æå ðàçìíîæàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷èñëó ñúå-
äåííûõ æåðòâ: x′ = −a1x+ b1xy (b1 > 0).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé {
x′ = −a1x+ b1xy,
y′ = a2y − b2xy,

îïèñûâàþùàÿ òàêóþ ïîïóëÿöèþ õèùíèê � æåðòâà, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé

(èëè ìîäåëüþ) Ëîòêè � Âîëüòåððû (ðèñ. 63).

Ïðèì å ð 207. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âåòðà â ïðèçåìíîì ñëîå àò-
ìîñôåðû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî âûñîòå. Îáîçíà÷èì V (h) � ñêîðîñòü
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Ðèñ. 63

âåòðà â ïðèçåìíîì ñëîå àòìîñôåðû íà âûñîòå h (h0 � âûñîòà íàä ïîâåðõ-
íîñòüþ, ãäå ñêîðîñòü âåòðà ðàâíà íóëþ), k � ïàðàìåòð øåðîõîâàòîñòè
(çàâèñèò îò ïîäñòóïàþùèõ ïîâåðõíîñòåé), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

dV

dh
=

k

h
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëîãàðèôìè÷åñêàÿ

çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè âåòðà îò âûñîòû ïîäúåìà.

Ïðèì å ð 208. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå óìåíüøàåòñÿ ñ âûñîòîé, ò. ê.
÷åì âûøå íàä óðîâíåì ìîðÿ, òåì ðàçðÿæåííåå âîçäóõ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ îò âûñîòû èñïîëüçóþò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå

dp(h)

dh
= −gρ(h),

ãäå p(h) � äàâëåíèå íà âûñîòå h, ρ(h) � ïëîòíîñòü âîçäóõà íà âûñîòå h, g

� óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

7.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

F (x, y(x), y′(x)) = 0

íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà. Åãî òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óðàâíåíèÿ, ðàç-
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ðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

y′ = f(x, y) èëè
dy

dx
= f(x, y).

Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà-
çûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ y = φ(x), êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâ-
íåíèå âìåñòî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

Ïð èì å ð 209. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y =
√

x2 + C ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y y′ = x.

Ïîäñòàâèì â äàííîå óðàâíåíèå ñàìó ôóíêöèþ y =
√

x2 + C è åå ïðî-

èçâîäíóþ y′ =
x√

x2 + C
, ïîëó÷èì òîæäåñòâî

√
x2 + C · x√

x2 + C
≡ x.

Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå y = φ(x, C), ñîäåðæàùåå îäíó ïðîèç-
âîëüíóþ ïîñòîÿííóþ C. Îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê
Φ(x, y, C) = 0, òîãäà îíî áóäåò íàçûâàòüñÿ îáùèì èíòåãðàëîì.

Âñÿêîå ðåøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ ïðè êîíêðåò-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðå-

øåíèåì.
Çàäà÷à, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ = f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0, íà-
çûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè.

Ïðîñòåéøèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x).

×òîáû åãî ðåøèòü, íóæíî ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîäíóþ y′ êàê îò-
íîøåíèå äèôôåðåíöèàëîâ dy/dx, äîìíîæèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
íà dx è ïðîèíòåãðèðîâàòü îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ:

y =

∫
f(x) dx+ C.

Ïðèì å ð 210. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′ = 2x.
Çàìåíèì ïðîèçâîäíóþ y′ îòíîøåíèåì äèôôåðåíöèàëîâ dy/dx:

dy

dx
= 2x,
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óìíîæèì óðàâíåíèå íà dx:

dy = 2x dx.

Èíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:∫
dy =

∫
2x dx+ C.

Ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå
y = x2 + C.

Êàê âèäíî, ýòî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøå-
íèé, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà ïîñòîÿííóþ C.

Åñëè ïåðåìåííûå x è y ðàññìàòðèâàòü êàê äåêàðòîâû ïðÿìî-
óãîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè Oxy, òî ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ y = φ(x, C) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, çàâè-
ñÿùèì îò îäíîãî ïàðàìåòðà C. Íà ðèñ. 64 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
èç ïðèìåðà 210 � ñåìåéñòâî ïàðàáîë.

0

y

x

Ðèñ. 64

×àñòíîå ðåøåíèå íà ïëîñêîñòè Oxy � ýòî îäíà êðèâàÿ èç ñåìåé-
ñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M(x0; y0).

Ï ð èì å ð 211. Êàê ìû óæå ðàññìîòðåëè â ïðèìåðå 210, îáùèì

ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = 2x ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî

ïàðàáîë y = x2 + C. ×àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ y(1) = 2, � ýòî ïàðàáîëà ñ óðàâíåíèåì y = x2+1 (ðèñ. 65 ñëåâà),

à ÷àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(2) = −1, �

ïàðàáîëà ñ óðàâíåíèåì y = x2 − 5 (ðèñ. 65 ñïðàâà).
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0

y

x1

2

0

y

x

2

-1

Ðèñ. 65

Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0, çíà-
÷åíèå y′(x0) � óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ðåøå-
íèÿ â ýòîé òî÷êå, ò. å. äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå óñòàíàâëèâà-
åò çàâèñèìîñòü ìåæäó êîîðäèíàòàìè òî÷êè è óãëîâûì êîýôôèöè-
åíòîì êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó
òî÷êó.

Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

f1(x) dx = f2(y) dy

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè. ×òîáû íàé-
òè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, èíòåãðèðóåì îáå åãî ÷àñòè:∫

f1(x) dx =

∫
f2(y) dy + C.

Ïðèì å ð 212. Ðåøèòü óðàâíåíèå x dx+ y dy = 0.
Ïåðåíåñåì ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå dx, â ïðàâóþ ÷àñòü:

y dy = −x dx.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ∫
y dy = −

∫
x dx+ C,

ïîëó÷àåì
y2

2
= −x2

2
+ C.
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Ãðàôèêîì îáùåãî ðåøåíèÿ (èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè) ÿâëÿåòñÿ
ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì
R = C1:

x2 + y2 = 2C = C2
1 .

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = f(x, y) íàçûâàåòñÿ óðàâíå-

íèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, åñëè ôóíêöèþ f(x, y) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî
îò îäíîé ïåðåìåííîé x èëè y, ò. å.

M1(x)N1(y) dx+M2(x)N2(y) dy = 0

èëè

y′ =
dy

dx
= f1(x)f2(y).

Òîãäà ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëåííûìè
ïåðåìåííûìè.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè

1. Ïðîèçâîäíóþ y′ íóæíî çàìåíèòü îòíîøåíèåì äèôôåðåíöèà-
ëîâ dy/dx.

2. Óìíîæèòü óðàâíåíèå íà dx.

3. Âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü dy, îñòàâèòü ñ îäíîé
ñòîðîíû îò çíàêà ðàâíî, à ñëàãàåìûå ñ dx ïåðåíåñòè â äðóãóþ
÷àñòü.

4. Ñ êàæäîé ñòîðîíû ðàâåíñòâà âûíåñòè îáùèå ìíîæèòåëè çà
ñêîáêè (åñëè îíè åñòü).

5. Â òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ãäå ìíîæèòåëü dy, íóæíî îñòàâèòü
òîëüêî ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííîé y, à â ÷àñòè ðà-
âåíñòâà, ãäå ìíîæèòåëü dx, äîëæíû îñòàòüñÿ òîëüêî ìíîæè-
òåëè, çàâèñÿùèå îò x. Âñå îñòàëüíûå ìíîæèòåëè � ¾ëèøíèå¿,
íà íèõ íóæíî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî îíè íå ðàâíû íóëþ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ
ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè.

6. Ïðîèíòåãðèðîâàòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå. Ïðè äåëåíèè íà ¾ëèøíèå¿ ìíîæèòåëè ïîëàãàåì,
÷òî îíè íå ðàâíû íóëþ, ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ÷àñòíûõ ðå-
øåíèé. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè, îáðàùàþùèå
¾ëèøíèå¿ ìíîæèòåëè â íóëü, ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Ïð èì å ð 213. Ðåøèòü óðàâíåíèå xy′ = y2 + 1.

Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ y′ êàê îòíîøåíèå äèôôåðåíöèàëîâ
dy

dx

x
dy

dx
= y2 + 1.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà dx

x dy = (y2 + 1) dx.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåí-
íûìè, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x ̸= 0 è (y2 + 1) ̸= 0:

dy

(y2 + 1)
=

dx

x
,

à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì åãî:∫
dy

(y2 + 1)
=

∫
dx

x
+ C,

arctg y = lnx+ C,

y = tg(lnx+ C).

Ïðè ðåøåíèè ìû äåëèëè íà x(y2 + 1). Ïðîâåðèì, íå ïîòåðÿíû ëè
÷àñòíûå ðåøåíèÿ. Ìíîæèòåëü y2 + 1 íóëþ íå ðàâåí. Ïîäñòàâèì x = 0 â
èñõîäíîå óðàâíåíèå 0 · y′ = y2 +1, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ñïðàâà íóëþ íå
ðàâíî, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå íå ïîòåðÿíî.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

y = tg(lnx+ C).

Ïðèì å ð 214. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ xy dx+ xy dy + y dx+ x dy = 0.

Òàê êàê â óðàâíåíèè íå ïðèñóòñòâóåò y′â ÿâíîì âèäå, òî â àëãîðèòìå
ïåðâûå äâà ïóíêòà ïðîïóñêàåì. Ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå ñ dx â ïðàâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà è âûíåñåì îáùèå ìíîæèòåëè çà ñêîáêè:

xy dy + x dy = −xy dx− y dx,

x(y + 1) dy = −y(x+ 1) dx.
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Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà x ̸= 0 è y ̸= 0:

y + 1

y
dy = −x+ 1

x
dx

èëè (
1 +

1

y

)
dy = −

(
1 +

1

x

)
dx.

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè, ïðîèíòåãðèðóåì åãî:∫ (
1 +

1

y

)
dy = −

∫ (
1 +

1

x

)
dx+ C.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îáùèé èíòåãðàë

y + ln |y| = −x− ln |x|+ C.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ìû äåëèëè íà xy. Ïðîâåðèì, ÿâëÿþòñÿ ëè
÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè x = 0 èëè y = 0. Åñëè x = 0, òî è dx = 0, àíàëîãè÷-
íî, åñëè y = 0, òî dy = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì òîæäåñòâî,
ñëåäîâàòåëüíî, x = 0 èëè y = 0 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèÿ.

Îáùèé èíòåãðàë ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y + ln |y|+ x+ ln |x| = lnC1,

ln |xy|+ ln ex+y = lnC1,

xyex+y = C1.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ x = 0 è y = 0 ïîëó÷àþòñÿ èç îáùåãî

èíòåãðàëà ïðè C1 = 0.

Ïðèì å ð 215. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè (íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå)
(1 + y2)dx− xy dy = 0, y(2) = 1.
Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå

(1 + y2)dx = xy dy,

dx

x
=

y

1 + y2
dy

è èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ∫
dx

x
=

∫
y

1 + y2
dy + C,

ïîëó÷èì

ln |x| = 1

2
ln(1 + y2) + lnC1,

205



îòêóäà
x = C1

√
1 + y2.

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå 2 = C1

√
1 + 12, íàõîäèì C1 =

√
2.

Îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü x =
√

2(1 + y2).

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå âèäà
y′ + p(x) · y = f(x), (37)

ãäå p(x) è f(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî óðàâíåíèå ëèíåé-
íî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé.

Åñëè f(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì.
Ýòî óðàâíåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-
ðåìåííûìè.

Ïðèì å ð 216. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′ + 2xy = 0.
Çàìåíèì ïðîèçâîäíóþ y′ îòíîøåíèåì äèôôåðåíöèàëîâ

dy

dx
+ 2xy = 0,

óìíîæèì óðàâíåíèå íà dx:

dy + 2xy dx = 0.

Ïåðåíåñåì ñëàãàåìîå ñ dx â ïðàâóþ ÷àñòü

y = −2xy dx.

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà y
dy

y
= −2x dx.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì∫
dy

y
=

∫
−2x dx+ lnC

ln |y| = −x2 + lnC,

îòêóäà

y = C · e−x2

. (38)

Åñëè â ëèíåéíîì óðàâíåíèè (37) ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) ̸= 0, òî óðàâ-
íåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì. Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîæ-
íî ðåøèòü èëè ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, èëè
ìåòîäîì Áåðíóëëè.
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Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé

1. Íàõîäèì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
y′ + p(x)y = 0, ïîëó÷àåì y = C · φ(x).

2. Â îáùåì ðåøåíèè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííóþ C ïî-
ëàãàåì íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé C(x), ò. å. y = C(x) · φ(x).

3. Ïîäñòàâëÿåì ýòî ðåøåíèå â èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå.

4. Ðåøàåì ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿ-
þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè C(x).

5. Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííîå C(x) â ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ.

Ïð èì å ð 217. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′ − 2y

x+ 1
= (x+ 1)3.

Ñíà÷àëà íàéäåì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y′ − 2y

x+ 1
= 0:

dy

dx
=

2y

x+ 1
,

dy

y
=

2

x+ 1
dx,∫

dy

y
=

∫
2

x+ 1
dx+ lnC,

ln y = 2 ln |x+ 1|+ lnC,

y = C · (x+ 1)2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðåäñòàâèì, ÷òî C = C(x), òîãäà y = C(x) · (x + 1)2 � âèä ðåøåíèÿ

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â èñõîäíîå óðàâíå-
íèå:

C′(x) · (x+ 1)2 + 2C(x) · (x+ 1)− 2C(x) · (x+ 1)2

x+ 1
= (x+ 1)3,

îòêóäà ïîëó÷àåì

C′(x) · (x+ 1)2 = (x+ 1)3 èëè C′(x) = x+ 1.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì

C(x) =
x2

2
+ x+ C1.
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ

y =

(
x2

2
+ x+ C1

)
· (x+ 1)2.

Ìåòîä Áåðíóëëè

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ íàõîäèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîêà åùå íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé u = u(x) è v = v(x):

y = u · v.

Ðàññìîòðèì ìåòîä Áåðíóëëè ïðè ðåøåíèè ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ èç ïðèìåðà 217.

Ïð èì å ð 218. Ïîäñòàâèì y = u · v â óðàâíåíèå

y′ − 2y

x+ 1
= (x+ 1)3.

Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè y = u · v:

y′ = u · v′ + v · u′.

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå

u · v′ + v · u′ − 2u · v
x+ 1

= (x+ 1)3.

Ãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü u, ïîëó÷àåì

u

(
v′ − 2v

x+ 1

)
+ v · u′ = (x+ 1)3.

Ôóíêöèþ v âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûðàæåíèå â ñêîáêàõ áûëî
ðàâíûì íóëþ, ò.å.

v′ − 2v

x+ 1
= 0.

Äîñòàòî÷íî íàéòè îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå v:

dv

dx
=

2v

x+ 1
,

dv

v
=

2

x+ 1
dx,∫

dv

v
=

∫
2

x+ 1
dx,

ln |v| = 2 ln |(x+ 1)|,
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îòêóäà îäíî èç ðåøåíèé

v = (x+ 1)2.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå çíà÷åíèå v, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

u′ · (x+ 1)2 = (x+ 1)3,

èëè
u′ = x+ 1,

îòêóäà íàõîäèì

u =

∫
(x+ 1) dx =

x2

2
+ x+ C.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

y = u · v =

(
x2

2
+ x+ C

)
· (x+ 1)2.

Ïðèì å ð 219. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ y′ − y

x
= x2 ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè y(1) = 0.

Ðåøèì ìåòîäîì Áåðíóëëè, ïîëó÷èì

u
(
v′ − v

x

)
+ v · u′ = x2.

Ïîëàãàåì
v′ − v

x
= 0,

îòêóäà
dv

v
=

dx

x
.

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì ln |v| = ln |x|, èëè v = x � îäíî èç ðåøåíèé.
Óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ u èìååò âèä

xu′ = x2 èëè u′ = x.

Ïîýòîìó du = x dx, ñëåäîâàòåëüíî, u =
x2

2
+ C.

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

y =

(
x2

2
+ C

)
· x,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå y(1) = 0, îïðåäåëÿåì C = −1

2
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y =

(
x2

2
− 1

2

)
· x.
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Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè èìååò âèä:

y′ + p(x) · y = q(x) · yn, (39)

ãäå n � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ èëè åäèíèöû
(â ýòèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå Áåðíóëëè ïðåâðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå), à
p(x) è q(x) � íåêîòîðûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé x.

Ñòåïåíü n ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé
(âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ äðîáü), êðîìå òîãî, n ìîæåò áûòü

îáûêíîâåííîé äðîáüþ, íàïðèìåð y
1
2 =

√
y.

Îäíèì èç î÷åâèäíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (åñëè n > 0)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå: y = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéòè y′ = (0)′ = 0 è
ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ òèïîâ, òî ïîëó÷èòñÿ âåðíîå
ðàâåíñòâî.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè ñ ïîìîùüþ çàìåíû z = y1−n, ãäå z � íî-
âàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ x, ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó

óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: β = 1−n, γ =
1

β
,

òîãäà n = 1− β, β =
1

γ
:

y = z
1

1−n = z
1
β = zγ ,

y′ = γ zγ−1 · z′ = γ zγ(1−
1
γ ) · z′ = γ zγ(1−β) · z′ = γ zγn · z′.

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ y è y′ â óðàâíåíèå (39), ïîëó÷èì,
÷òî ôóíêöèÿ z(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

γ zγn · z′ + p(x) · zγ = q(x) · zγn.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà γxγn, ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèå
Áåðíóëëè ïðåîáðàçóåòñÿ â ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè z:

z′ + p0(x) · z = q0(x),

ãäå
p0(x) = β · p(x), q0(x) = β · q(x).

Ïðèì å ð 220. Ðåøèòü óðàâíåíèå x y′ + y = x y2 lnx.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå:

y′ +
y

x
= y2 lnx.

210



Ñðàâíèâàÿ åãî ñ âèäîì óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè, ïîëó÷àåì, ÷òî p(x) =
1

x
,

q(x) = lnx, n = 2. Çíà÷èò β = 1− n = 1− 2 = −1, γ =
1

β
=

1

−1
= −1.

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z−1 =
1

z
è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

z′ − z

x
= − lnx.

Ðåøåíèåì ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ôóíêöèÿ

z = x ·
(
−1

2
ln2 x+ C

)
.

Îòñþäà

y =
1

z
=

1

x ·
(
− 1

2
ln2 x+ C

)
� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, y) ñ íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, ÷òî ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

du(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, y) = C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y)

è Q(x, y) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â íåêîòîðîé
îáëàñòè D. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0

áóäåò ÿâëÿòüñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

1. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, èñïîëüçóÿ íåîáõî-
äèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå:

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
.

2. Çàòåì çàïèøåì ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ u(x, y):

∂u

∂x
= P (x, y),

∂u

∂y
= Q(x, y).

3. Èíòåãðèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x. Âìåñòî ïî-
ñòîÿííîé C çàïèøåì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò y:

u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+ φ(y).

4. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî ïåðåìåííîé y, ïîäñòàâèì ôóíêöèþ u(x, y)
âî âòîðîå óðàâíåíèå:

∂u

∂y
=

∂

∂y

(∫
P (x, y) dx+ φ(y)

)
= Q(x, y).

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè φ(y):

φ′(y) = Q(x, y)− ∂

∂y

(∫
P (x, y) dx

)
.

Ýòî âûðàæåíèå óæå íå áóäåò çàâèñåòü îò ïåðåìåííîé x.

5. Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî ïåðåìåííîé y, íàõîäèì
ôóíêöèþ φ(y) è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ u(x, y):

u(x, y) =

∫
P (x, y) dx+ φ(y).
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6. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå:

u(x, y) = C.

Çàìå÷àíèå. Íà øàãå 3, âìåñòî èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x, ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü âòîðîå óðàâ-
íåíèå ïî ïåðåìåííîé y. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî îïðåäåëèòü
íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ψ(x).

Ï ð èì å ð 221. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

2xy dx+ (x2 + 3y2) dy = 0.

Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå óðàâíåíèå óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëàõ:

∂Q

∂x
=

∂

∂x
(x2 + 3y2) = 2x,

∂P

∂y
=

∂

∂y
(2xy) = 2x.

Ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû, òî ýòî óðàâíåíèå â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ. Çàïèøåì ñèñòåìó

∂u

∂x
= 2xy,

∂u

∂y
= x2 + 3y2.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ïî x, ïîëó÷àåì:

u(x, y) =

∫
2xy dx = x2y + φ(y).

Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå äëÿ u(x, y) âî âòîðîå óðàâíåíèå:

∂u

∂y
=

∂

∂y

(
x2y + φ(y)

)
= x2 + 3y2,

ñëåäîâàòåëüíî,
x2 + φ′(y) = x2 + 3y2,

îòêóäà
φ′(y) = 3y2.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, íàõîäèì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ φ(y):

φ(y) =

∫
3y2 dy = y3,

òàê ÷òî îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ
èìååò âèä:

x2y + y3 = C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Óïðàæíåíèÿ

Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðå-
øåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

247. y′ = 3x2 + 2x+ 1. 248. y′ = ex + 3, y(0) = 2.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

249. 4(x2y + y)dy + dx = 0. 250. 2y′
√
x = y, y(4) = 1.

251.
(
x2 + x

)
y′ = 2y + 1. 252. y dx+ (

√
xy −

√
x)dy = 0

Ðåøèòü ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

253. y′ − y = ex.

254. y′ − y tg x =
1

cos3 x
, y(0) = 0.

255. (1 + x2)dy − (1 + x2)2dx = 2xy dx.

Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè:

256. y′ + 2exy = 2ex
√
y. 257. y′ +

3y

x
= x3y3.

258. y′ +
y

x+ 1
+ y2 = 0, y(0) = 1.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

259. (2x− y + 1) dx+ (2y − x− 1) dy = 0.

260. (3x2 − 3y2 + 4x) dx− (6xy + 4y) = 0.

261.
2x(1− ey)

(1 + x2)
dx+

ey

1 + x2
dy = 0.

262.
1

y2
− 2

x
=

2xy′

y3
, y(1) = 1.
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Îïðåäåëèòü òèï äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà è ðåøèòü åãî:

263. y′ =
y + x3

x
. 264. y′ = 2x lnx.

265. (1 + ex)y′ = yex 266. x sin y y′ = 2(cos y)3.

267. xy′ = y − 3x2y2 268. y′x lnx− y = 2x2 ln2 x.

269. (2xy − sinx) dx+ (x2 − cos y) dy = 0.

270. xy′ + y = 4x3 + 3x2, y(1) = 2.

7.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé
îáùèé âèä:

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) = 0.

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ â óðàâíåíèå ìîãóò íå âõîäèòü x, y è åå íåêî-
òîðûå ïðîèçâîäíûå, ïîðÿäîê êîòîðûõ íèæå, ÷åì n.

Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ y = φ(x), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîé âìåñòå ñ åå
ïðîèçâîäíûìè â óðàâíåíèå îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

Ïð èì å ð 222. Â óðàâíåíèå y′′−4y′+4y = 0 íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ x.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y = xe2x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ.
Ïîäñòàâèì â íåãî ñàìó ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå y′ = e2x(2x + 1) è
y′′ = 4e2x(x+ 1), ïîëó÷èì òîæäåñòâî

4x2x(x+ 1)− 4e2x(2x+ 1) + 4xe2x = 4e2x(x+ 1− 2x− 1 + x) ≡ 0.

Çàäà÷à Êîøè èëè çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøå-
íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî n äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, çàäàííûì â

íåêîòîðîé òî÷êå x0: y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . ., y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà
íàçûâàåòñÿ åãî ðåøåíèå y = φ(x, C1, C2, . . . , Cn), ñîäåðæàùåå n
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íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, . . ., Cn, ïðè÷åì èõ
çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Îáùèì èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿä-
êà íàçûâàåòñÿ åãî îáùåå ðåøåíèå, êîòîðîå âûðàæåíî â âèäå íåÿâíîé
ôóíêöèè:

Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0.

×àñòíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿä-
êà íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå, â êîòîðîì ïðîèçâîëüíûì ïîñòîÿííûì ïðè-
äàíû êîíêðåòíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèÿ
ïîðÿäêà

Óðàâíåíèÿ âèäà y(n) = f(x)

Óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïðîèçâîäíîé n-ãî
ïîðÿäêà è ïåðåìåííîé x:

y(n) = f(x),

ðåøàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì, ò. e. ïîñëåäîâàòåëü-
íûì ïîíèæåíèåì ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàé-
äåíà ôóíêöèÿ y(x).

Ï ð èì å ð 223. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ = 6x.

Ïîñêîëüêó y′′ =
dy′

dx
, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dy′

dx
= 6x, îòêóäà ïîëó÷èì dy′ = x dx. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷àåì y′ = 3x2 + C1, ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñêîëüêó

y′ =
dy

dx
, òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dy

dx
= 3x2+C1,

îòêóäà ïîëó÷èì dy =
(
3x2 + C1

)
. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, îêîí-

÷àòåëüíî ïîëó÷àåì y = x3+C1x+C2, ãäå C2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïðèì å ð 224. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′′ = e2x, ñ çà-

äàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) =
9

8
, y′(0) =

1

4
, y′′(0) = −1

2
.

Äàííîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó íåîáõîäèìî òðè ðàçà
ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî. Ïîíèæàåì äî âòîðîãî ïîðÿäêà:

y′′ =

∫
e2xdx =

1

2
e2x + C1.
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Â ïåðâîì èíòåãðàëå ïîÿâèëàñü êîíñòàíòà C1. Â óðàâíåíèÿõ ðàññìàòðè-
âàåìîãî òèïà öåëåñîîáðàçíî ñðàçó æå ïðèìåíÿòü çàäàííûå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ. Èñïîëüçóåì óñëîâèå y′′(0) = −1

2
:

−1

2
=

1

2
e0 + C1 =

1

2
+ C1, ⇒ C1 = −1.

Òàêèì îáðàçîì, y′′ =
1

2
e2x − 1. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïîëó÷èì

y′ =

∫ (
1

2
e2x − 1

)
dx =

1

4
e2x − x+ C2.

Ïîñòîÿííóþ C2 íàõîäèì èç óñëîâèÿ y′(0) =
1

4
:

1

4
=

1

4
− 0 + C2, ⇒ C2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, y′ =
1

4
e2x − x. Íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷èì

y =

∫ (
1

4
e2x − x

)
dx =

1

8
e2x − x2

2
+ C3.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ C3 èñïîëüçóåì ïîñëåäíåå óñëîâèå y(0) =
9

8
:

9

8
=

1

8
− 0 + C3, ⇒ C3 = 1.

Îòâåò: ÷àñòíîå ðåøåíèå y =
1

8
e2x − x2

2
+ 1.

Óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ

Ïîðÿäîê óðàâíåíèé âèäà F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0, â êîòî-
ðûå íå âõîäèò èñêîìàÿ ôóíêöèÿ y(x), ìîæíî ïîíèçèòü, åñëè âçÿòü
çà íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ z(x) íèçøóþ èç ïðîèçâîäíûõ äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ, ò. å. z = y(k). Ïîëó÷èòñÿ íîâîå óðàâíåíèå

F (x, z, z′, . . . , z(n−k)) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ïîíèæàåòñÿ íà k åäèíèö.
Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà F (x, y′, y′′) = 0 èñ-

ïîëüçóåòñÿ çàìåíà y′ = z, y′′ = z′, è óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíå-
íèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà F (x, z, z′) = 0.
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Ïðèì å ð 225. Ðåøèòü óðàâíåíèå xy′′ + y′ = 0.
Äàííîå óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ôóíêöèè y. Ïîëàãàåì z = y′, òîãäà

z′ = y′′, è èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xz′ + z = 0,

îòêóäà ñëåäóåò
dz

z
= −dx

x
.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ z =
C1

x
. Ïîñêîëü-

êó z = y′, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y′ =
C1

x
, èëè dy =

C1dx

x
,

ðåøàÿ êîòîðîå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì y = C1 lnx+ C2.

Óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ

Â óðàâíåíèÿõ âèäà F (y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, â êîòîðûå íå âõî-
äèò íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ x, ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü íà îäíó
åäèíèöó, åñëè ïîëîæèòü

y′ =
dy

dx
= p(y), ïðè÷åì p′ =

dp

dy
.

Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé áóäåò p(y), à
y áóäåò íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ y′′,
y′′′, . . . âûðàçèì ÷åðåç p, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè:

y′′ =
d2y

dx2
=
dp

dx
=
dp

dy
· dy
dx

= p′p,

y′′′ = p′′p2 + (p′)2p, . . . è ò. ä.

è ïîëó÷èì
F (y, p, p′, . . . , p(n−1)) = 0.

Ïðèì å ð 226. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè 2y(y′)3 + y′′ = 0, y(0) = 0,
y′(0) = −3.

Äàííîå óðàâíåíèå 2y(y′)3 + y′′ = 0 íå ñîäåðæèò x, ïîýòîìó ïîëàãàåì
y′ = p, y′′ = p′p, ãäå p = p(y). Èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

2yp3 + p′p = 0.
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Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, åãî îáùèé èíòåãðàë ðàâåí y2 =
1

p
+C1,

ò. å. y2 =
1

y′ + C1. Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå y′(0) = −3, íàõîäèì

C1 =
1

3
. Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå è âûðàæàåì ïðîèçâîäíóþ y′:

y′ =
3

3y2 − 1
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùè-
ìèñÿ ïåðåìåííûìè: (

y2 − 1

3

)
dy = dx,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì

y3

3
− y

3
= x+ C2.

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå y(0) = 0, íàõîäèì C2 = 0. Îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì ðåøåíèå y3 − y = 3x.

Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
n-ãî ïîðÿäêà c ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, ëèíåéíîå îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è âñåõ åå ïðîèçâîäíûõ:

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−1y
′ + any = f(x), (40)

ãäå a1, a2, . . ., an � êîíñòàíòû.
Åñëè f(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì.
Îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−1y
′ + any = 0, (41)

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Åñëè y1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ, òî Cy1, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òîæå ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì òîãî æå óðàâíåíèÿ.

2. Åñëè y1 è y2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, òî è èõ ñóììà y = y1+y2 òîæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì
òîãî æå óðàâíåíèÿ.
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Ôóíêöèè y1(x), y2(x), . . ., yn(x) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå α1, α2, . . ., αn (íå âñå ðàâíûå íó-
ëþ), òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

α1y1(x) + α2y2(x) + . . .+ αnyn(x) = 0.

Åñëè ýòî òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè αi = 0 (i = 1, n),
òî ôóíêöèè y1(x), y2(x), . . ., yn(x) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûìè.
Çíàÿ n ÷àñòíûõ ðåøåíèé y1, y2, . . ., yn ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøåíèå

y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn,

çàâèñÿùåå îò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ò. å. îò òàêîãî êîëè÷å-
ñòâà ïîñòîÿííûõ, êàêîå äîëæíî ñîäåðæàòü îáùåå ðåøåíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.

Åñëè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ y1, y2, . . ., yn � ëèíåéíî íåçàâèñèìû,òî
y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî

îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäå-
íèþ åãî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå
y = ekx. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

a0k
nekx + a1k

n−1ekx + . . .+ an−1ke
kx + ane

kx = 0.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ekx (ekx ̸= 0 ïðè ëþáûõ x) è
ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

a0k
n + a1k

n−1 + . . .+ an−1k + an = 0, (42)

îïðåäåëÿþùåå òå çíà÷åíèÿ k, ïðè êîòîðûõ y = ekx áóäåò ðåøåíèåì
èñõîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-
íåíèåì n-ãî ïîðÿäêà. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîãî÷ëåí n-ãî ïîðÿäêà (34), êîòîðûé ìîæíî ðàçëîæèòü íà ëèíåé-
íûå è êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè ïî ôîðìóëå (35). Êàæäûé ëèíåé-
íûé ìíîæèòåëü èìååò ïðîñòîé èëè êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü,
à êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè âåùåñòâåííûõ êîðíåé íå èìåþò, ò. ê.
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äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëüíûé. Êàæäûé èç êâàäðàòè÷íûõ ìíîæè-
òåëåé èìååò ïàðó ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé, êîòîðûå òàê-
æû ìîãóò áûòü ïðîñòûìè èëè êðàòíûìè.

Ïàðîé êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
âèäà

z = a± bi,

ãäå a è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i2 = −1. ×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî äåéñòâèòåëüíîé (âåùåñòâåííîé) è ìíèìîé ÷àñòÿìè êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà a+ 0 · i ðàâíî
äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó a.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò n êîðíåé.
Ïóñòü k1, k2, . . ., kn � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Âîç-
ìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (42) k1, k2, . . ., kn äåé-
ñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå. Òîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (41) èìåþò âèä

y1 = ek1x, y2 = ek2x, . . . , yn = eknx,

è îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (41) áóäåò

y = C1e
k1x + C2e

k2x + . . .+ Cne
knx.

Ïðèì å ð 227. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − 3y′ + 2y = 0.

Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 − 5k + 2 = 0. Ðåøàÿ

åãî, íàõîäèì êîðíè k1 = 1 è k2 = 2. Îíè äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå,

ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ y1 = ex è y2 = e2x, à îáùåå ðåøåíèå

äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä y = C1e
x + C2e

2x.

2. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (42) k1, k2, . . ., kn
äåéñòâèòåëüíûå, íî ñðåäè íèõ åñòü êðàòíûå. Ïóñòü, íàïðèìåð,
k1 = k2 = . . . = ks = a, ò. å. êîðåíü a ÿâëÿåòñÿ s-êðàòíûì êîðíåì
óðàâíåíèÿ, à îñòàëüíûå (n−s) êîðíåé ðàçëè÷íûå. Ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (41) èìåþò âèä

y1 = eax, y2 = xeax, y3 = x2eax, . . . , ys = xs−1eαx,

ys+1 = eks+1x, . . . , yn = eknx,

è îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (41) áóäåò

y = C1e
ax + C2xe

ax + . . .+ Csx
s−1eax + Cs+1e

ks+1x + . . .+ Cne
knx.
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Ïðèì å ð 228. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − 2y′ + y = 0.

Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2−2k+1 = 0. Ðåøàÿ åãî,

íàõîäèì êîðíè k1 = k2 = 1. Îíè âåùåñòâåííûå è ñîâïàäàþò, ò. å. êîðåíü

k = 1 èìååò êðàòíîñòü ðàâíóþ äâóì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

çàïèøóòñÿ â âèäå y1 = ex è y2 = x ·ex, à îáùåå ðåøåíèå y = C1e
x+C2xe

x.

Ïðèì å ð 229. Ðåøèòü óðàâíåíèå yIV − 18y′′ + 81y = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k4−18k2+81 = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå è èìååò 4 êîðíÿ, èç êîòîðûõ k1,2 = 3 � êîðåíü

êðàòíîñòè 2 è k3,4 = −3 � òîæå êîðåíü êðàòíîñòè 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

÷àñòíûå ðåøåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå y1 = e3x, y2 = x · e3x, y3 = e−3x,

y4 = x · e−3x, à îáùåå ðåøåíèå y = C1e
3x + C2xe

3x + C3e
−3x + C4xe

−3x.

3. Ñðåäè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (42) åñòü êîì-
ïëåêñíûå. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, k1, 2 = a ± bi � ïàðà êîì-
ïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé, à îñòàëüíûå êîðíè k3, . . ., kn � äåé-
ñòâèòåëüíûå. Òàê êàê êîýôôèöèåíòû a1, a2, . . ., an óðàâíåíèÿ (41)
äåéñòâèòåëüíûå, òî êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (42) ìîãóò áûòü
òîëüêî ïîïàðíî ñîïðÿæåííûìè. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü âèä

y1 = eax cos(bx), y2 = eax sin(bx), y3 = ek3x, . . . ,

è îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (41) áóäåò

y = C1e
ax cos(bx) + C2e

ax sin(bx) + C3e
k3x + . . . .

Ïðèì å ð 230. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − 6y′ + 13y = 0.
Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 − 6k+ 13 = 0. Äèñêðè-

ìèíàíò D = (−6)2 − 4 · 13 = −16 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Çàìåíÿåì −1 íà êâàäðàò
ìíèìîé åäèíèöû i2, ïîëó÷àåì, ÷òî äèñêðèìèíàíò ðàâåíD = −16 = 16·i2,
è êîðíè óðàâíåíèÿ ðàâíû

k1, 2 =
6±

√
16i2

2
=

6± 4i

2
= 3± 2i.

Ïîëó÷àåì a = 3, b = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y1 = e3x cos 2x, y2 = e3x sin 2x, à îáùåå ðåøåíèå

y = C1e
3x cos 2x+ C2e

3x sin 2x.

Ïðèì å ð 231. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′′ + y′ = 0.
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Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

k3 + k = 0,

k(k2 + 1) = 0,

k1 = 0 èëè k2 + 1 = 0, k2 = −1 = i2,

k1 = 0 èëè k2, 3 = ±i.

Ïîëó÷èëè îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü k1 = 0 è äâà ñîïðÿæåííûõ êîì-
ïëåêñíûõ êîðíÿ k2, 3 = ±i = 0±1 · i, äëÿ êîòîðûõ α = 0 è β = 1. ×àñòíûå
ðåøåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

y1 = e0 = 1, y2 = e0 cosx = cosx y3 = e0 sinx = sinx,

à îáùèì ðåøåíèåì áóäåò y = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

4. Åñëè êîìïëåêñíûå êîðíè ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè êîðíÿìè êðàò-
íîñòè s, òî s ïàð ÷àñòíûõ ðåøåíèé äëÿ êàæäîé ïàðû ñîïðÿæåííûõ
êîðíåé çàïèñûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 2:

y1 = eax cos(bx), y2 = eax sin(bx),

y3 = xeax cos(bx), y4 = xeax sin(bx),

y5 = x2eax cos(bx), y6 = x2eax sin(bx), . . .

y2s−1 = xs−1eax cos(bx), y2s = xs−1eax sin(bx).

Ïðèì å ð 232. Ðåøèòü óðàâíåíèå yV + y′′′ + 16y′ = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k5+8k3+16k = 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå
k(k4 + 8k2 + 16) = k(k2 + 4)2 = 0.

Îíî èìååò 5 êîðíåé: k1 = 0 � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâå ïàðû êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé k2,3,4,5 = ±2i. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå çàïèøåòñÿ
â âèäå

y = C1 + C2 sin(2x) + C3 cos(2x) + C4x sin(2x) + C5x cos(2x).

Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïî-
ðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−1y
′ + any = f(x), (43)
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ãäå f(x) ̸= 0.
Òåîðåìà 25. Îáùèì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ (43) ÿâëÿåòñÿ ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ yîî è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ y÷í, ò. å.

yîí = yîî + y÷í.

Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì, ðàñ-
ñìîòðåííûì ðàíåå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ
ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ, îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè
ìåòîäîì ïîäáîðà ïî âèäó ïðàâîé ÷àñòè.

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîäîáðàòü
äëÿ óðàâíåíèé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ èìååò ñïåöèàëüíûé âèä, à
èìåííî,

f(x) = eαx(Pm(x) cos(βx) +Ql(x) sin(βx)),

ãäå Pm(x) è Ql(x) � ìíîãî÷ëåíû.
×àñòíûå ñëó÷àè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ α è β

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

Çíà÷åíèÿ Âèä ïðàâîé ÷àñòè
� α è β f(x)

1 α = β = 0 Pm(x)

2 α ̸= 0, β = 0 Pm(x)eαx

3 α = 0, β ̸= 0 Pm(x) cos(βx) +Ql(x) sin(βx)

4 α ̸= 0, β ̸= 0 eαx (Pm(x) cos(βx) +Ql(x) sin(βx))

Ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèé
óäîáíî ñîñòàâëÿòü òàáëèöó:

f(x) = eαx(Pm(x) cos(βx) +Ql(x) sin(βx))

α = . . . β = . . . z = α+ β · i = . . . r = . . .

Pm(x) = . . . m = . . . t = max(m, l) = . . . P̃t(x) = . . .

Ql(x) = . . . l = . . . Q̃t(x) = . . .

y÷í = xr · eαx(P̃t(x) cos(βx) + Q̃t(x) sin(βx))
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Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = α + βi îêàæåòñÿ ðàâíûì îäíîìó
èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k = a + bi êðàòíîñòè s,
òî r ðàâåí êðàòíîñòè s ýòîãî êîðíÿ (åñëè z íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî r = 0).

P̃t(x), è Q̃t(x), � ïîëíûå ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïå-
íåé ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñîäåðæàùèå âñå ñòåïåíè
ïåðåìåííîé), íàïðèìåð,

P̃0(x) = A (Q̃0(x) = B),

P̃1(x) = Ax+B (Q̃1(x) = Cx+D),

P̃2(x) = Ax2 +Bx+ C (Q̃2(x) = Dx2 + Ex+ F ),

P̃3(x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D (Q̃3(x) = Ex3 + Fx2 +Gx+H),
. . .

Çàìå÷àíèå. Ïðè β = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî Ql(x) = 0.
Ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ìåòîä íåîïðå-

äåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ôóíêöèþ y÷í ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè âìåñòå ñ åå ïðîèçâîäíûìè ïîäñòàâëÿåì â èñõîäíîå ëè-
íåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, à çàòåì, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöè-
åíòû ïðè ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ ôóíêöèé: xk (k = 0, 1, 2, . . .), eαx,
sin(βx), cos(βx), íàõîäèì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïð èì å ð 233. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ + 3y′ + 2y = x sinx.
Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′+3y′+2y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2+3k+2 = 0 èìååò äâà
ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ k1 = −1 è k2 = −2. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîo = C1e
−x + C2e

−2x.

Òåïåðü íóæíî íàéòè êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå y÷í èñõîäíîãî íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ñîñòàâèì òàáëèöó:

f(x) = x sinx = e0·x(0 · cos(1 · x) + x · sin(1 · x))

α = 0 β = 1 z = 1 · i = i r = 0

Pm(x) = 0 m = 0 t = 1 P̃t(x) = P̃1(x)

Ql(x) = x l = 1 Q̃t(x) = Q̃1(x)

y÷í = xr · eαx(P̃t(x) cos(βx) + Q̃t(x) sin(βx)) =

= x0 · e0·x(P̃1(x) cos(1 · x) + Q̃1(x) sin(1 · x)) =

= (Ax+B) cosx+ (Cx+D) sinx
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Ïîñêîëüêó ÷èñëî z = i íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ, òî r = 0. ×àñòíîå ðåøåíèå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

y÷í = (Ax+B) cosx+ (Cx+D) sinx,

ãäå A, B, C è D � ïîêà åùå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Òàê êàê y÷í
� ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî ðåøåíèÿ â
óðàâíåíèå äîëæíî ïîëó÷àòüñÿ òîæäåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ A, B, C è D äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

y′′
÷í + 3y′

÷í + 2y÷í = x sinx

Íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A, B, C è D. Äèôôåðåíöèðóÿ ÷àñò-
íîå ðåøåíèå, ïîëó÷àåì

y′
÷í = (A+ Cx+D) cosx+ (−Ax−B + C) sinx,

y′′
÷í = (−Ax−B + 2C) cosx+ (−2A− Cx−D) sinx.

Ïîäñòàâëÿåì y′
÷í è y′′

÷í â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

((A+ 3C)x+ (3A+B + 2C + 3D)) cosx+

+ ((−3A+ C)x+ (−2A− 3B + 3C +D)) sinx = x sinx.

Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ìíîæè-
òåëÿõ ïðè cosx è sinx â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà è ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿA, B, C è D:

A+ 3C = 0,
3A+B + 2C + 3D = 0,
−3A+ C = 1,
−2A− 3B + 3C +D = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî A = − 3

10
, B =

17

50
, C =

1

10
, D =

3

25
,

ò. å. èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

y÷í =

(
− 3

10
x+

17

50

)
cosx+

(
1

10
x+

3

25

)
sinx.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîí = C1e
−x + C2e

−2x +

(
− 3

10
x+

17

50

)
cosx+

(
1

10
x+

3

25

)
sinx.

Ïðèì å ð 234. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − 6y′ + 9y = 25ex sinx.
Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ − 6y′ + 9y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 − 6k + 9 = 0 èìååò
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äâà îäèíàêîâûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ k1 = k2 = 3 (ò.å. çíà÷åíèå k = 3
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 2). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

yîo = C1e
3x + C2xe

3x.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñîñòàâèì òàáëèöó:

f(x) = 25ex sinx = e1·x(0 · cos(1 · x) + 25 · sin(1 · x))

α = 1 β = 1 z = 1 + 1 · i = 1 + i r = 0

Pm(x) = 0 m = 0 t = 0 P̃t(x) = P̃0(x)

Ql(x) = 25 l = 0 Q̃t(x) = Q̃0(x)

y÷í = xr · eαx(P̃t(x) cos(βx) + Q̃t(x) sin(βx)) =

= x0 · e1·x(P̃0(x) cos(1 · x) + Q̃0(x) sin(1 · x)) =

= ex(A cosx+B sinx)

Íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A è B. Äèôôåðåíöèðóÿ ÷àñòíîå
ðåøåíèå, ïîëó÷àåì

y′
÷í = ex ((A+B) cosx+ (−A+B) sinx) ,

y′′
÷í = ex (2B cosx− 2B sinx) .

Ïîäñòàâëÿåì y′
÷í è y′′

÷í â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

(3A− 4B) cosx+ (4A+ 3B) sinx = 25 sinx.

Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè cosx è sinx â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâà è ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ A è B{

3A− 4B = 0,
4A+ 3B = 25.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî A = 4, B = 3, ò. å. èñêîìîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå ïðèìåò âèä

y÷í = ex (4 cosx+ 3 sinx) .

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåò âèä

yîí = C1e
3x + C2xe

3x + ex (4 cosx+ 3 sinx) .

Ïðèì å ð 235. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − 2y′ + y = 6ex.
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Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
y′′ − 2y′ + y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 − 2k + 1 = 0 èìååò
äâà îäèíàêîâûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ k1 = k2 = 1 (ò. å. çíà÷åíèå k = 1
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 2). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî
óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîo = C1e
x + C2xe

x.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

f(x) = 6ex = e1·x(6 · cos(0 · x) + 0 · sin(0 · x))

α = 1 β = 0 z = 1 + 0 · i = 1 r = 2

Pm(x) = 6 m = 0 t = 0 P̃t(x) = P̃0(x)

Ql(x) = 0 l = 0 Q̃t(x) = Q̃0(x)

y÷í = xr · eαx(P̃t(x) cos(βx) + Q̃t(x) sin(βx)) =

= x2 · e1·x(P̃0(x) cos(0 · x) + Q̃0(x) sin(0 · x)) =

= x2Aex

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå z = 1 ñîâïàäàåò ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè êîðíÿìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (k1 = k2 = 1), òî r = 2.

Íàéäåì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà A. Äèôôåðåíöèðóÿ ÷àñòíîå ðåøå-
íèå, ïîëó÷àåì

y′
÷í = 2Axex +Ax2ex = ex(2Ax+Ax2),

y′′
÷í = ex(2Ax+Ax2) + ex(2A+ 2Ax) = ex(2A+ 4Ax+Ax2).

Ïîäñòàâëÿåì y′
÷í è y′′

÷í â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ex(2A+ 4Ax+Ax2)− 2ex(2Ax+Ax2)−Ax2ex = 6ex.

Óïðîùàåì âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì A = 3, ò. å. èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå

y÷í = 3x2ex.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîí = yîî + y÷í = C1e
x + C2xe

x + 3x2ex.

Ïðèì å ð 236. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ + y′ = 4xex.
Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ + y′ = 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîðíÿ k1 = 0 è k2 = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå
äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîo = C1 + C2e
−x.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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f(x) = 4xex = e1·x(4x · cos(0 · x) + 0 · sin(0 · x))

α = 1 β = 0 z = 1 + 0 · i = 1 r = 0

Pm(x) = 4x m = 1 t = 1 P̃t(x) = P̃1(x)

Ql(x) = 0 l = 0 Q̃t(x) = Q̃1(x)

y÷í = xr · eαx(P̃t(x) cos(βx) + Q̃t(x) sin(βx)) =

= x0 · e1·x(P̃1(x) cos(0 · x) + Q̃1(x) sin(0 · x)) =

= (Ax+B)ex

Íàéäåì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ A è B. Äèôôåðåíöèðóÿ ÷àñòíîå
ðåøåíèå, ïîëó÷àåì y′

÷í = (Ax+A+B) ex, y′′
÷í = (Ax+ 2A+B) ex. Ïîä-

ñòàâëÿåì y′
÷í è y′′

÷í â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

(Ax+ 2A+B) ex + (Ax+A+B) ex = 4xex.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ex è óïðîñòèì âûðàæåíèå â ïðàâîé
÷àñòè:

2Ax+ 3A+ 2B = 4x.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ñîñòàâëÿåì ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé {

2A = 4,
3A+ 2B = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò A = 2 è B = −3.
×àñòíîå íåîäíîðîäíîå ðåøåíèå ïðèìåò âèä

y÷í = (2x− 3) ex.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåò âèä

yîí = yîî + y÷í = C1 + C2e
−x + (2x− 3) ex.

Ïðèì å ð 237. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ y′′ − 4y = 8x3.

Ñíà÷àëà íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ y′′ − 4y = 0. Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

k2 − 4 = 0, ⇒ (k − 2)(k + 2) = 0, ⇒ k1 = 2, k2 = −2.

Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

yîî = C1e
2x + C2e

−2x.

Òåïåðü íóæíî íàéòè êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå y÷í èñõîäíîãî íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ñîñòàâèì òàáëèöó:
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f(x) = 8x3 = e0·x(8x3 cos(0 · x) + 0 · sin(0 · x))

α = 0 β = 0 z = 0 + 0 · i = 0 r = 0

Pm(x) = 8x3 m = 3 t = 3 P̃t(x) = P̃3(x)

Ql(x) = 0 l = 0 Q̃t(x) = Q̃3(x)

y÷í = xr · eαx(P̃t(x) cos(βx) + Q̃t(x) sin(βx)) =

= x0 · e0·x(P̃3(x) cos(0 · x) + Q̃3(x) sin(0 · x)) =

= Ax3 +Bx2 + Cx+D

Íàéäåì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ:

y′
÷í = (Ax3 +Bx2 + Cx+D)′ = 3Ax2 + 2Bx+ C,

y′′
÷í = (3Ax2 + 2Bx+ C)′ = 6Ax+ 2B

è ïîñòàâèì y÷í è y′′
÷í â èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

6Ax+ 2B − 4(Ax3 +Bx2 + Cx+D) = 8x3.

Óïðîñòèì âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà è, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôè-
öèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà,
ñîñòàâèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íàéäåì åå ðåøåíèå:

x3(−4A) + x2(−4B) + x(6A− 4C) + (2B − 4D) = 8x3,
−4A = 8,
−4B = 0,
6A− 4C = 0,
2B − 4D = 0.

⇒


A = −2,
B = 0,
C = −3,
D = 0.

Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ A, B, C è D â ôîðìóëó äëÿ ÷àñò-
íîãî ðåøåíèÿ y÷í, ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y÷í = −2x3 − 3x

è îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

yîí = yîî + y÷í = C1e
2x + C2e

−2x − 2x3 − 3x.

Ïðèì å ð 238. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè y′′ + y = 2 cosx, y(0) = 2,
y′(0) = 0.

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
y′′ + y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 + 1 = 0 èìååò ïàðó ñîïðÿ-
æåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé k1, 2 = ± i. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå
äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîo = C1 cosx+ C2 sinx.
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f(x) = 2 cosx = e0·x(2 · cos(1 · x) + 0 · sin(1 · x))

α = 0 β = 1 z = 0 + 1 · i = i r = 1

Pm(x) = 2 m = 0 t = 0 P̃t(x) = P̃0(x)

Ql(x) = 0 l = 0 Q̃t(x) = Q̃0(x)

y÷í = xr · eαx(P̃t(x) cos(βx) + Q̃t(x) sin(βx)) =

= x1 · e0·x(P̃0(x) cos(1 · x) + Q̃0(x) sin(1 · x)) =

= Ax cosx+Bx sinx

Íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A è B. Äèôôåðåíöèðóÿ ÷àñòíîå
ðåøåíèå, ïîëó÷àåì

y′
÷í = (A+ xB) cosx+ (−Ax+B) sinx,

y′′
÷í = (−Ax+ 2B) cosx+ (−A−Bx) sinx.

Ïîäñòàâëÿåì y′
÷í è y′′

÷í â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

2B cosx− 2A sinx = 2 cosx.

Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè cosx è sinx â ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòÿõ ðàâåíñòâà è ïîëó÷àåì A = 0, B = 1, ò. å. èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå
ïðèìåò âèä

y÷í = x sinx.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîí = C1 cosx+ C2 sinx+ x sinx.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé C1 è C2 íàõîäèì

y′
îí = −C1 sinx+ C2 cosx+ sinx+ x cosx.

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y(0) = 2, y′(0) = 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó{
C1 cos 0 + C2 sin 0 + 0 · sin 0 = 2,
−C1 sin 0 + C2 cos 0 + sin 0 + 0 · cos 0 = 0,

ðåøàÿ êîòîðóþ, ïîëó÷àåì C1 = 2 è C2 = 0. ×àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì, èìååò âèä

y = 2 cosx+ x sinx.

231



Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóììîé íåñêîëüêèõ ôóíêöèé, ò. å.

f(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fk(x),

òî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ñóììå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé

y÷í = y÷í1 + y÷í2 + . . .+ y÷ík
.

Ïðèì å ð 239. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ + 2y′ + 5y = 5e2x + 11e−x.
Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

yîo = C1e
−x cos(2x) + C2e

−x sin(2x).

Äëÿ f1(x) = 5e2x ÷àñòíîå íåîäíîðîäíîå ðåøåíèå áóäåì íàõîäèòü â
âèäå

y÷í1 = Ae2x,

à äëÿ f2(x) = 11e−x � â âèäå

y÷í2 = Be−x.

Â èòîãå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

yîí = C1e
−x cos(2x) + C2e

−x sin(2x) + e2x +
11

8
e−x.

Ïðèì å ð 240. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′′ + 4y = sin(2x) + 1, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííûì

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(0) =
1

4
, y′(0) = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå y′′ + 4y = 0 èìååò õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 + 4 = 0, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðà
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë k1,2 = ±2i. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

yîî = C1 cos(2x) + C1 sin(2x).

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç ñóììû äâóõ ôóíê-
öèé f1(x) = sin(2x) è f2(x) = 1.

Äëÿ f1(x) = sin(2x) ÷àñòíîå íåîäíîðîäíîå ðåøåíèå áóäåì íàõîäèòü â
âèäå

y÷í1 = x1 · (A sin(2x) +B cos(2x)),

à äëÿ f2(x) = 1 � â âèäå
y÷í2 = C.
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Â èòîãå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

yîí = C1 cos(2x) + C2 sin(2x)−
x

4
cos(2x) +

1

4
.

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå

y =
1

8
sin(2x)− x

4
cos(2x) +

1

4
.

Óïðàæíåíèÿ

Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïîíèæåíèå
ïîðÿäêà:

271. y′′′ = e5x.

272. y′′ = 4 cos 2x, y(0) = 0, y′(0) = 0.

273. y(4) = cos2 x, y(0) =
1

32
, y′(0) = 0, y′′(0) =

1

8
, y′′′(0) = 0.

274. xy′′ = (1 + 2x2)y′. 275. x (y′′ + 1) + y′ = 0.

276. yy′′ + (y′)2 = 0. 277. y′′ = 2yy′, y(0)=y′(0)=1.

Ðåøèòü ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

278. y′′ − 4y′ + 3y = 0. 279. y′′ − 4y′ + 4y = 0.

280. y′′ + 4y′ = 0. 281. y′′ + 2y′ + 5y = 0.

282. y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.

283. y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0. 284. yIV − 2y′′ + y = 0.

285. yV − 6yIV + 9y′′′ = 0. 286. yIV − y = 0.

233



Ðåøèòü ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

287. y′′ + 6y′ + 5y = 25x2 − 2. 288. y′′ + y′ = 2x+ 1.

289. y′′ + y = 4xex. 290. y′′ − y = 12x2ex.

291. y′′ − 5y′ + 6y = 2ex, y(0) = 1, y′(0) = 1.

292. y′′ + 3y′ + 2y = sin 2x+ 2 cos 2x.

293. y′′ + y = x sinx.

294. y′′ + 8y′ + 17y = ex(60 cosx+ 5 sinx).

295. y′′ − 4y′ + 8y = e2x + sin 2x.

7.3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
y′1 = F1(x, y1, y2, . . . , yn),
y′2 = F2(x, y1, y2, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n = Fn(x, y1, y2, . . . , yn)

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè y1(x), y2(x), . . ., yn(x).
×èñëî óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó, íàçûâàåòñÿ åå ïîðÿäêîì.

Åñëè ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû Fi(x, y1, y2, . . . , yn) (i = 1, n) � ëè-
íåéíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî y1, y2, . . ., yn ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è èìååò âèä

y′1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn + f1(x),
y′2 = a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn + f2(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n = an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn + fn(x).

Åñëè âñå ôóíêöèè fi(x) = 0, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíîé.

234



Ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ
ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé y = y1(x), y = y2(x), . . ., y = yn(x), ïðè
ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ âìåñòå ñ èõ ïðîèçâîäíûìè â ñèñòåìó, êàæäîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
y = y1(x), y = y2(x), . . ., y = yn(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì y1(x0) = b1, y2(x0) = b2, . . ., yn(x0) = bn.

Îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü n ôóíêöèé
yi = φi(x,C1, C2, . . . , Cn), ãäå C1, C2, . . ., Cn � ïðîèçâîëüíûå ïî-
ñòîÿííûå, ïðè÷åì èõ çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïðè ëþáûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

×àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå
èç îáùåãî ïðè íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ.

Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ, êîòîðûé çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ê ðåøåíèþ îäíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðàõ ðåøåíèå ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïð èì å ð 241. Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
y′ = y − 5z,
z′ = y − z.

Íàéäåì ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàçèì ôóíêöèþ z:

z =
1

5

(
y − y′) .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà:

z′ =
1

5

(
y′ − y′′) .

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå z è z′ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

1

5

(
y′ − y′′) = y − 1

5

(
y − y′) .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì îäíî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

y′′ + 4y = 0.
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Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 + 4 = 0. Åãî êîðíÿìè áó-
äåò ïàðà ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë k1, 2 = ±2i. Îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yîáù = C1 cos(2x) + C2 sin(2x).

Îò íàéäåííîé ôóíêöèè íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ

y′
îáù = −2C1 sin(2x) + 2C2 cos(2x)

è ïîäñòàâëÿåì íàéäåííîå îáùåå ðåøåíèå yîáù è åãî ïðîèçâîäíóþ y′
îáù â

âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè z:

zîáù =
1

5
(C1 cos(2x) + C2 sin(2x)− (−2C1 sin(2x) + 2C2 cos(2x)))

èëè

zîáù =

(
1

5
C1 −

2

5
C2

)
cos(2x) +

(
2

5
C1 +

1

5
C2

)
sin(2x).

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò âèä yîáù = C1 cos(2x) + C2 sin(2x),

zîáù =

(
1

5
C1 −

2

5
C2

)
cos(2x) +

(
2

5
C1 +

1

5
C2

)
sin(2x).

Ïðèì å ð 242. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé {

y′ = −2y + 4z,
z′ = −y + 3z

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) = 3, z(0) = 0.
Ñíà÷àëà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âû-

ðàæàåì ôóíêöèþ z:

z =
1

4
(y′ + 2y),

äèôôåðåíöèðóåì åå:

z′ =
1

4
(y′′ + 2y′)

è, ïîäñòàâëÿÿ z è z′ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ − y′ − 2y = 0.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò ôóíêöèÿ

yîáù = C1e
2x + C2e

−x.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè y0:

y′
îáù = 2C1e

2x − C2e
−x
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è ïîäñòàâëÿåì yîáù è y′
îáù â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè z:

zîáù = C1e
2x +

1

4
e−x.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä{
yîáù = C1e

2x + C2e
−x,

zîáù = C1e
2x +

1

4
C2e

−x.

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îáùåå ðåøåíèå, íàéäåì ÷àñòíîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû:{

C1e
0 + C2e

0 = 3,

C1e
0 +

1

4
C2e

0 = 0,
⇒

{
C1 + C2 = 3,

C1 +
1

4
C2 = 0.

Ïîñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ C1 = −1 è C2 = 4 â îáùåå ðåøå-
íèå, ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííûì íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì: {

y÷ = −e2x + 4e−x,

z÷ = −e2x + e−x.

Óïðàæíåíèÿ

Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

296.

{
y′ = y − z,
z′ = −y + z.

297.

{
y′ = −7y + z,
z′ = −2y − 5z.

298.

{
y′ = 3y + 2z,
z′ = 3y + 4z.

299.

{
y′ = y − 3z,
z′ = 3y + z.

300.

{
y′ = y + 3z,
z′ = y − z.

301.

{
y′ = 2y − 3z,
z′ = y − 2z + 2 sinx.
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Îòâåòû

Ðàçäåë 1

1.

(
0 3 −4
−2 −6 7

)
. 2. à)

(
−1 3
0 2

)
, á)

 2 −4
0 5
−1 7

. 3. ( 3 −15
0 6

)
.

4. A+B =

 6 5
3 −2
7 7

, A−B =

 −4 −1
1 0
−5 −1

. 5. ( −2 8
13 2

)
. 6. à)

AB =

(
14 3
18 −21

)
, BA =

(
8 −19

−12 −15

)
; á) AB íå èìååò ñìûñëà,

BA=

 43 −11
17 28
29 33

; â) AB =

 9 1 2
−9 15 0
27 −13 4

, BA=

(
16 −1
−6 12

)
;

ã) AB =

(
8 24 −6 0

−10 61 26 17

)
, BA íå èìååò ñìûñë; ä) AB = (14),

BA=

 1 2 3
2 4 6
3 6 9

; å) AB =

(
0 0
0 0

)
, BA =


2 3 2 −1
0 3 0 −9
−2 −7 −2 13
0 1 0 −3

.
7. A2 =

(
3 2
4 11

)
. 8.

(
56 30
43 −5

)
. 9.

(
49 76
57 68

)
. 10. A·B ·C =

=

(
−5 9
−15 14

)
, C ·A·BT =

(
10 75
−1 −1

)
. 11.D=

 1 0 10
6 −3 15
32 0 82

.
12. A2 =

 2 1 1
4 2 −5
−1 3 −4

, (A−AT
)2

=

 −13 9 −6
9 −13 −6
−6 −6 −18

.
13. à) −2; á) 46; â) 10. 14. à) 49, á) 50, â) −11. 15. à) 0; á) 0;
â) 2520. 16. A21 = −5, A22 = −2. 17. A12 = −52, A44 = 70. 18.

à) −54; á) 43; â) −624. 19. à) A−1 = −1

5

(
3 −2
−1 −1

)
; á) A−1 =

1

3

 −3 3 6
−9 6 12
−7 5 11

. 20. à) λ1 = 2, λ2 = 11; á) λ1 = 3, λ2 = 5, λ3 = 5;

â) λ1 = 4, λ2 = 9; ã) λ1 = −2, λ2 = 3, λ3 = 6. 21. x = 5, y = 3. 22.
à) x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3; á) x1 = −1, x2 = 3, x3 = 2. 23. à) x1 = 0,
x2 = 2, x3 = 1; á) x1 = 1, x2 = 2, x3 = −1, x4 = −2; â) Ñèñòåìà
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íåîïðåäåëåííàÿ, x1 = −4 +
19

5
u, x2 = 1 − 6

5
u, x3 = 2 +

1

5
u, x4 = u;

ã) Cèñòåìà íåñîâìåñòíà; ä) x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1; å) Ñèñòåìà

íåñîâìåñòíà; æ) Ñèñòåìà íåîïðåäåëåííàÿ, x1 = −19

2
+ 2u +

13

2
v,

x2 = u, x3 = −9

2
+

11

6
v, x4 = −5

2
+

3

2
v, x5 = v.

Ðàçäåë 2

24. {1; −3; 5}. 25. à)
−−→
AB = {−8; 5; −6},

−−→
BA = {8; −5; 6}; á)

5
√
5. 26. à) {1; −1; 6}; á) {5; −3; 6}; â) {−12; 7; −12}. 27. Âåêòîðû

êîëëèíåàðíû, íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû; âåêòîð a⃗ â
äâà ðàçà äëèííåå âåêòîðà b⃗. 28. 229. 29. −58. 30. 45◦. 31. à) íå
îðòîãîíàëüíû; á) îðòîãîíàëüíû. 32. 50. 33. {−6; 0; −12}. 34. à)
2
√
65; á)

√
65. 35. 130. 36. Âåêòîðû íå êîìïëàíàðíû; îáðàçóþò

ïðàâóþ òðîéêó. 37. á) 7,5; â) 7,5. 38. 3
√
5. 39. 98. 40. C(1; 11).

41. A è C. 42. à) x + 2y + 8 = 0, n⃗ = {1; 2}, q⃗ = {−2; 1}; á) y =

= −x
2
−4, k = −1

2
, b = −4; â)

x

−8
+

y

−4
= 1, A(−8; 0), B(0; −4). 43.

3x− 2y − 7 = 0, k = 3/2. 44. 45◦. 45. (1; 2). 46. à) 2x− y + 9 = 0;
á) x + 2y − 8 = 0. 47. 2,8; 0; 1,4. 48. à) AB: 4x + 3y + 7 = 0, AC:

12x − 5y + 119 = 0, BC: 4x − 3y + 1 = 0; á) 35; â) arccos

(
33

65

)
; ã)

4x+3y+175 = 0; ä) 3x+4y−7 = 0, d =
48

5
; å) 20x−27y−7 = 0; æ)(

31

23
;
17

23

)
. 49. à)

x2

25
+
y2

4
= 1; á)

x2

169
+

y2

144
= 1; â)

x2

100
+
y2

64
= 1.

50. à)
x2

9
− y2

16
= 1; á)

x2

4
− y2

5
= 1; â)

x2

36
− y2

64
= 1. 51. à) y2 = 6x;

á) y2 = −x; â) x2 =
1

2
y; ã) x2 = −4y. 52. à) Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì

â òî÷êå (2; −3), ðàäèóñîì 4; á) Ýëëèïñ ñ öåíòîì â òî÷êå (10; −2),

a = 5, b = 2, F1(−
√
21; 0), F2(

√
21; 0), ε =

√
21

5
; â) Ñîïðÿæåí-

íàÿ ãèïåðáîëà ñ öåíòðîì â òî÷êå (5; 3), a = 1, b = 3, F1(0; −
√
10),

F2(0;
√
10), y = ±3x, ε =

√
10

3
; ã) Ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå

(−4; 4), ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè Ox,
p = 2, F (1; 0), D: x = −1; ä) Ãèïåðáîëà ñ öåíòîì â òî÷êå (−4; −3),

a = 2, b = 1 F1(−
√
5; 0), F2(

√
5; 0), y = ±1

2
x, ε =

√
5

2
; å) Ïàðàáîëà
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ñ âåðøèíîé â òî÷êå (−3; −2), ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,

ïàðàëëåëüíîé îñè Oy, p = 1, F

(
0;

1

2

)
, D: y = −1

2
.

Ðàçäåë 3

53. 0. 54. ∞. 55. 0. 56. ∞. 57.
3

4
. 58. 4. 59. 0. 60. ∞. 61.

3. 62. ∞. 63.
1

2
. 64. −48

13
. 65.

1

4
. 66. 6. 67.

2

3
. 68. −1

2
. 69.

5. 70. 10. 71.
3

2
. 72.

3

4
. 73. e12. 74.

1

e4
. 75. e3. 76. 0. 77.

−∞. 78. −π
2
. 79. +∞. 80. −∞. 81. −π

2
. 82. +∞. 83. 0. 84.

0. 85. +∞. 86. Â òî÷êå x = 0 áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ. 87. Ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà. 88. Â òî÷êå x = 2 êîíå÷íûé óñòðàíèìûé ðàçðûâ. 89.
Â òî÷êå x = −2 êîíå÷íûé íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ, ñêà÷îê ôóíêöèè
ðàâåí 5. 90. Â òî÷êàõ x = −1 è x = 1 áåñêîíå÷íûå ðàçðûâû. 91.
Â òî÷êå x = 0 êîíå÷íûé íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ, ñêà÷îê ôóíêöèè
ðàâåí 1. 92. Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà x = −0.4, ãîðèçîíòàëüíàÿ
àñèìïòîòà y = −0.8. 93. Ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà y = −1. 94.
Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà x = −1, ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà y = 0.
95. Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà x = 1, íàêëîííàÿ àñèìïòîòà y = 3x+4.
96. Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà x = 0, íàêëîííàÿ àñèìïòîòà y = x−3.

Ðàçäåë 4

97. y′ = 20x3 + 1 − x−2/3 + 85x−6 − x−3/2. 98. y′ = 3 cosx −
− 1√

2 sin2 x
− 7 · 2x ln 2− 1

x
+

1

2
√
1− x2

+
1

1 + x2
. 99. y′ = 6x2 cosx−

−
(
2x3 − 5

)
sinx. 100. y′ =

− sinx(1 + ln2 3)

3x
. 101. y′ =

2

5

√
(4 + 5x)

3
.

102. y′ = −5 cos (3− 5x). 103. y′ =
17

(3x− 2) (4x+ 3)
. 104. y′ =

=
6 ln2 (2x− 1)

2x− 1
. 105. y′ =

3x2e2x+3

1 + x6
+ 2arctg x3e2x+3. 106. y′ =

=
3arctg2 x

√
lnx

1 + x2
+

arctg3 x

2x
√
lnx

. 107. y′ =
− sinx+ ln cosx · sinx

cos2 x
. 108.

y′ =

4 tg 4x

3x
− 4 ln

3
√
x4

cos2 4x
tg2 4x

. 109. y′ (1) = 12. 110. y′ (1) =
320

e2
. 111.
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y′
(π
5

)
=

5

2π ln2
√
π/5

. 112. y′ = tg x(sinx)tg x−1 · cosx+ (sinx)tg x ·

ln(sinx) · 1

cos2 x
. 113. y′ = x2(x + 1)x

2−1 + (x + 1)x
2

ln(x + 1) × 2x.

114. −7; êàñàòåëüíàÿ: 7x+y+3 = 0; íîðìàëü: x−7y+29 = 0. 115.
2. 116. 112,5 åä./÷; 82,5 åä./÷. 117. 120. 118. à) y′ = 4x3 +12x2 +
+ 6x, y′′ = 12x2 + 24x+ 6, y′′′ = 24x+ 24, y(4) = 24, y(5) = 0; á)y′ =
= −5 sin 5x, y′′ = −25 cos 5x, y′′′ = 125 sin 5x, y(4) = 625 cos 5x, y(5) =
= −3125 sin 5x. 119. à) y′′′ = 4 sin 2x; á) y′′′ = − (x cosx+ 3 sinx).

120. dy =
3dx

cos2 3x
. 121. dy = −7 sin 7xdx. 122. dy = − ectg x

sin2 x
dx.

123. à) d2y = − 9

4
√
(3x+ 7)3

dx2; á) d2y =
6

x4
dx2. 124. −4. 125. 0.

126.
1

3
. 127. 0,5. 128.

9

50
. 129. −1

2
. 130. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè

x ∈ (−∞; −1) ∪ (0,5; +∞), óáûâàåò ïðè x ∈ (−1; 0,5); ymax(−1) =
= 0; ymin(0,5) = −6,75. 131. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè. 132. Ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x ∈ (−∞; −1), âîçðàñòàåò ïðè x ∈
∈ (−1; ∞); ýêñòðåìóìû: ymin(−1) = −1/e. 133. Ôóíêöèÿ óáûâàåò

ïðè x ∈
(
−∞; −1−

√
3
)
è âîçðàñòàåò ïðè x ∈

(
−1 +

√
3; +∞

)
.

Ýêñòðåìóìû îòñóòñòâóþò. 134. yíàèì(1) = −3; yíàèá(3) = 9. 135.
yíàèì(−2) = −13; yíàèá(−3) = 12. 136. Ãðàôèê ôóíêöèè âûïóêëûé
ââåðõ ïðè x ∈ (−∞; 0,5), âûïóêëûé âíèç ïðè x ∈ (0,5; +∞); òî÷êà
ïåðåãèáà (0,5; 14,5). 137. Ãðàôèê ôóíêöèÿ âûïóêëûé ââåðõ ïðè

x ∈
(
− 1√

2
;

1√
2

)
, âûïóêëûé âíèç x ∈

(
−∞; − 1√

2

)
∪
(

1√
2
; +∞

)
;

òî÷êè ïåðåãèáà

(
− 1√

2
;

1√
e

)
;

(
1√
2
;

1√
e

)
. 138. Ãðàôèê ôóíêöèè

âûïóêëûé ââåðõ ïðè x ∈
(
−∞; −

√
3
)
∪
(
0;

√
3
)
, âûïóêëûé âíèç

ïðè x ∈
(
−
√
3; 0

)
∪
(√

3; +∞
)
; òî÷êè ïåðåãèáà (−

√
3; −

√
3/2),

(0; 0), (
√
3;

√
3/2).

139. D(y) = R. Ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿ-
ìè êîîðäèíàò (0; 0) è (−4; , 0). Àñèìïòîò íåò. Ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè
x ∈ (−∞; −3), âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (−3; +∞); ymin(−3) = −6,75.
Ãðàôèê ôóíêöèè âûïóêëûé ââåðõ ïðè x ∈ (−2; 0), âûïóêëûé âíèç
ïðè x ∈ (−∞; −2) ∪ (0; +∞). Òî÷êè ïåðåãèáà: (−2; −4) è (0; 0).
E(y) = (−6,75; +∞). Ãðàôèê íà ðèñ. 66. 140. D(y) = (−∞; −2) ∪
∪ (−2; 2)∪ (2; = ∞). Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè
êîîðäèíàò (0; 0). Àñèìïòîòû: x = −2, x = 2 è y = 2x. Ôóíêöèÿ
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-4 -3 -2

-6.75

-4

2

x

y

y =
x4

4
+ x3

-2 3 2 3

-6 3

6 3

x

y
y =

2 x3

x2
- 4

Ðèñ. 66 Ðèñ. 67

óáûâàåò ïðè x ∈ (−2
√
3; −2) ∪ (−2; 2) ∪ (2; 2

√
3), âîçðàñòàåò ïðè

x ∈ (−∞; −2
√
3) ∪ (2

√
3; +∞); ymin(2

√
3) = 6

√
3, ymax(−2

√
3) =

= −6
√
3. Ãðàôèê âûïóêëûé ââåðõ ïðè x ∈ (−∞; −2) ∪ (0; 2), âû-

ïóêëûé âíèç ïðè x ∈ (−2; 0) ∪ (2; +∞). Òî÷êà ïåðåãèáà: (0; 0).
E(y) = (−∞; +∞). Ãðàôèê íà ðèñ. 67. 141. D(y) = R. Ôóíêöèÿ
÷åòíàÿ. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò (0; −1), (−0,5; 0) è
(0,5; 0). Àñèìïòîòà y = 4. Ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x ∈ (−∞; 0), âîç-
ðàñòàåò ïðè x ∈ (0; +∞); ymin(0) = −1. Ãðàôèê ôóíêöèè âûïóê-

ëûé ââåðõ ïðè x ∈

(
−∞; −

√
3

3

)
∪

(√
3

3
; +∞

)
, âûïóêëûé âíèç

ïðè x ∈

(
−
√
3

3
;

√
3

3

)
. Òî÷êè ïåðåãèáà:

(
−
√
3

3
;
1

4

)
è

(√
3

3
;
1

4

)
.

0 x

y

2

4

-0.5 0.5

-2

y =
x

2
4 -1

x
2
+ 1

0

x

y

2

4

-2 1

y = x 23 e x

-4

Ðèñ. 68 Ðèñ. 69
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E(y) = [−1; 4). Ãðàôèê íà ðèñ. 68. 142. D(y) = R. Ôóíêöèÿ îá-
ùåãî âèäà. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò (0; 0). Àñèìïòî-
òa: y = 0. Ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x ∈ (−2; 0), âîçðàñòàåò ïðè x ∈
∈ (−∞; −2)∪(0; +∞); ymax(−2) =

12

e2
. Ãðàôèê âûïóêëûé ââåðõ ïðè

x ∈ (−2−
√
2; −2 +

√
2), âûïóêëûé âíèç ïðè x ∈ (−∞; −2−

√
2) ∪

∪ (−2 +
√
2; +∞). Òî÷êè ïåðåãèáà: (−2 −

√
2; 6(3 + 2

√
2)e−2−

√
2) è

(−2 +
√
2; 6(3− 2

√
2)e−2+

√
2). E(y) = [0; +∞). Ãðàôèê íà ðèñ. 69.

Ðàçäåë 5

143. 3. 144. à) x ⩾ 2 è y ⩾ 2 (ðèñ. 70); á) x+ y− 5 ̸= 0 (ðèñ. 71);
â) 4− x2 ⩾ 0 è 9− y2 ⩾ 0 (ðèñ. 72); x2 + y2 − 5 > 0 (ðèñ. 74); ä) 16−
−x2− y2 ⩾ 0 (ðèñ. 73); å) 4−x2 ⩾ 0 (ðèñ. 75). 145. z′x = 2xy− 4

√
y,

z′y = x2 − 2
x
√
y
− 12y. 146. z′x = 2x tg x + x2

1

cos2 x
+

20x3

5x4 + 3y2
,

z′y =
2y ln 2 · y − 2y

y2
+

6y

5x4 + 3y2
. 147. z′x = −y2 · (2 − x)y

2−1, z′y =

= ln(2 − x) × 2y · (2 − x)y
2

. 148. Â òî÷êå A(2; 1) z′x = −1, z′y = 4.
149. Â òî÷êå A(2; 1; 0), u′x = 1/5; u′y = 4/5; u′z = 1/5. 150. 0. 151.

−132

5
. 152.

√
3 + 3

2
. 153. −2. 154. 2⃗i− 3⃗j. 155. 3

√
13. 156.

3√
2
.

0 x

y

2

2

0 x

y

5

5

0 x

y

2

3

-2

-3

Ðèñ. 70 Ðèñ. 71 Ðèñ. 72

157. z′′xx = 4y3 − 6xy5 + 1, z′′yy = 12x2y − 20x3y3, z′′xy = z′′yx =

= 12xy2 − 15x2y4 − 1. 158. z′′xx = −y2 sin(xy), x′′yy = −x2 sin(xy),

z′′xy = x′′yx = cos(xy) − yx sin(xy). 159. z′′xx =
10y sin 2y

9
3
√
x8

, z′′yy =

=
4 cos 2y − 4y sin 2y

3
√
x2

, z′′xy = z′′yx = −2 sin 2y + 4y cos 2y

3
3
√
x5

. 160. z′′xx =
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0 x

y

4

4

-4

-4

0 x

y

5
5

0 x

y

2-2

Ðèñ. 73 Ðèñ. 74 Ðèñ. 75

=
20y4

x6
, z′′yy =

12y2

x4
, z′′xy = z′′yx = −16y3

x5
. 161. z′′xx =

−4

cos2(2x− 3y)
,

z′′yy =
−9

cos2(2x− 3y)
, z′′xy = z′′yx =

6

cos2(2x− 3y)
. 162. u′′xx = 6x,

u′′yy = 0, u′′zz = 2y, u′′xy = u′′yx = 3, u′′xz = u′′zx = 0, u′′yz = u′′zy = 2z.

163.
∂3z

∂x3
(M0) = 0,

∂3z

∂x2∂y
= 2,

∂3z

∂x∂y2
= 4,

∂3z

∂y3
(M0) = 1. 164.

dz = (3x2+6xy) dx+(3x2−3y2) dy; d2z = (6x+6y) dx2+12x dx dy−
− 6y dy2. 165. à) Ýêñòðåìóìà íåò; òî÷êà (−1; 2) � êðèòè÷åñêàÿ;
á) zmin(2; 1) = −27, zmax(−2; −1) = 29; êðèòè÷åñêèå òî÷êè (1; 2)
è (−1; −2); â) zmax(6; 3) = 27; â òî÷êå (0; 0) íóæíû äîï. èññëå-
äîâàíèÿ; ã) zmin(0; −2/3) = 4/3, (2; −2/3) � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.

166. zmax

(
1

2
;
1

2

)
= e

1
4 ïðè x + y = 1. 167. zmin

(
−1;

8

3

)
= −3

ïðè 2x + 3y = 6. 168. zmin

(
3;

1

3

)
= 6, zmax

(
−3; −1

3

)
= −6 ïðè

xy = 1. 169. zmin (0; −1) = 6, zmax (0; 1) = −6 ïðè y2 − xy = 1.

Ðàçäåë 6

170.− 4

3
4
√
x3

−2 lnx− 5

x
+C. 171. ln

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣−ln
∣∣∣x+

√
x2 + 1

∣∣∣+
+ C. 172. x − 7√

2
arctg

x√
2
+ C. 173. 3 tg x + 2 ctg x + C. 174.

1

2
√
21

ln

∣∣∣∣∣x−
√

3/7

x+
√

3/7

∣∣∣∣∣+C. 175. 2 ln
∣∣∣∣∣x+

√
x2 − 2

9

∣∣∣∣∣+C. 176. 3 arcsin 5x+
+C. 177.

1√
6
arctg

√
6x+C. 178.

1

3
sin 3x+C. 179. −1

2
e7−2x +C.
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180.−1

7
tg (2− 7x)+C. 181.

1

5
ln |5x+ 2|+C. 182.− 4

35
4

√
(11− 5x)

7
+

+C. 183.
1

5
arctg

x+ 2

5
+C. 184.

1

3
arcsin

3x+ 2

3
+C. 185.

3

8
3

√
(x2 + 7)

4
+

+ C. 186.
1

12
ln
∣∣3x4 − 2

∣∣ + C. 187.
1

5
ln |sin (5x+ 1)| + C. 188.

− ln |3 + cosx|+C. 189.
1

2
arctg

(
x2
)
+C. 190. − 1

4 ln2 (2x+ 5)
+C.

191.−1

6
ln
∣∣1− 3e2x

∣∣+C. 192. x ln (3− 2x)−3

2
ln |3− 2x|−x+C. 193.

−1

3
(5x− 2) cos 3x+

5

9
sin 3x+C. 194.−1

7
(3x− 2) e−7x − 3

49
e−7x +C.

195. x arctg 8x− 1

16
ln
∣∣1 + 64x2

∣∣+C. 196. x arcsin(x
3

)
+
√

9− x2+C.

197.
1

2
(2x− 3) sin 2x+

1

2
cos 2x+C. 198. − ln |x+ 1|+ 6 ln |x+ 3| −

−2 ln |x+5|+C. 199. x2+ln |x−1|+ln |x+2|+5 ln |x+3|+C. 200.
2 ln |x − 1| − ln

∣∣x2 + 2x+ 5
∣∣ − 1

2
arctg

x+ 1

2
+ C. 201.

1

2(x− 1)2
+

+ 2 ln |x− 1| + 3 ln |x− 2| + C. 202.
2

7

√
(1 + x)7 − 6

5

√
(1 + x)5 +

+2
√

(1 + x)3−2
√
1 + x+C. 203. 2

√
x+ 3−2 ln

∣∣1 +√
x+ 3

∣∣+C. 204.
3

2

3
√
x2 + 6arctg 6

√
x+C. 205. −2

√
12x− 4x2 − 5 +

9

2
arcsin

2x− 3

2
+

+C. 206.
3

4

√
4x2 − 4x+ 5− 1

4
ln
∣∣∣2x− 1 +

√
4x2 − 4x+ 5

∣∣∣+C. 207.
1−

√
3

3
. 208.

21

8
. 209.

21

2
− ln 2. 210. − ln 5

12
. 211.

1

4
. 212. 2. 213.

ln
4

3
. 214.

98

3
. 215.

π

4
. 216.

1

3
. 217.

272

15
. 218.

1

6
. 219.

e− 2

e
.

220. 6. 221.
8

3
ln 2− 7

9
. 222.

π

2
− 1. 223. 9 êâ. åä. 224. 10

2

3
êâ.åä.

225. 10
2

3
êâ.åä. 226. 9 êâ.åä. 227.

4

3
êâ.åä. 228.

21

2
êâ.åä. 229.

7

12
êâ.åä. 230. 2+2 ln 3. 231. Ñõîäèòñÿ, ðàâåí

5

4
. 232. Ðàñõîäèòñÿ.

233. Ñõîäèòñÿ, ðàâåí
π2

8
. 234. Ñõîäèòñÿ, ðàâåí −1

2
. 235. Ñõî-

äèòñÿ, ðàâåí
1

4
. 236. Ðàñõîäèòñÿ. 237. Ñõîäèòñÿ, ðàâåí π. 238.

Ñõîäèòüñÿ, ðàâåí
π

2
. 239. Ðàñõîäèòñÿ. 240. Ñõîäèòñÿ, ðàâåí − 5

16
.

241. Ðàñõîäèòñÿ. 242. Ðàñõîäèòñÿ. 243. Ñõîäèòñÿ, ðàâåí
π

2
. 244.

245



Ðàñõîäèòñÿ. 245. Ðàñõîäèòñÿ. 246. Ðàñõîäèòñÿ.

Ðàçäåë 7

247. y = x3 + x2 + x + C. 248. y = ex + 3x + 1. 249. 2y2 =
= − arctg x + C. 250. ln y =

√
x + lnC � îáùèé èíòåãðàë (yîáù =

Ce
√
x), ln y =

√
x− 2 � ÷àñòíûé èíòåãðàë. 251.

1

2
ln(2y+1) = lnx−

− ln(x+1)+lnC èëè
√
2y + 1 =

Cx

x+ 1
. 252. 2

√
y− ln y = −2

√
x+C.

253. y = ex(x+ C). 254. yîáù =
C + tg x

cosx
, y÷àñò =

tg x

cosx
. 255. y =

= (x+C)(1+x2). 256.
√
y = 1+ eC−ex . 257. y−2 = x4+Cx6. 258.

y−1 = (x+1)(ln |x+1|+1). 259. x2+y2−xy+x−y = C. 260. x3−
−3xy2+2x2−2y2 = C. 261.

ey − 1

1 + x2
= C. 262.

1

y2
+ln

1

x2
= 1. 263.

y = x

(
x2

2
+ C

)
. 264. y = x2 lnx− x2

2
+C. 265. y = C(1+ex). 266.

1

2(cos y)2
= 2 lnx + C. 267. y−1 =

x3 + C

x
. 268. y = lnx(x2 + C).

269. x2y+cosx− sin y = C. 270. yîáù =
x4 + x3 + C1

x
, y÷àñò = x3 +

+ x2. 271. y =
e5x

125
+ C1x

2 + C2x + C3. 272. y = 1 − cos 2x. 273.

y =
1

48
x4 +

1

8
x2 +

1

32
cos 2x. 274. y = C1e

x2

+C2 275. y = C1 lnx−

− 1

4
x2 +C2. 276.

y2

2
= C1x+C2. 277. y =

1

1− x
. 278. y = C1e

x +

+ C2e
3x. 279. y = C1e

2x + C2xe
2x. 280. y = C1 + C2e

−4x. 281.
y = C1e

−x cos 2x+ C2e
−x sin 2x. 282. y = e−x + 2. 283. y = C1e

x +
+C2xe

x+C3x
2ex. 284. y = C1 cosx+C2 sinx+x(C3 sinx+C4 cosx).

285. y = C1+C2x+C3x
2+C4e

3x+C5xe
3x. 286. y = C1e

x+C2e
−x+

+C3 sinx+C4 cosx. 287. y = C1e
−5x+C2e

−x+5x2−12x+12. 288.
y = C1+C2e

−x+x2−x. 289. y = C1 cosx+C2 sinx+(2x−2)ex. 290.
y = C1e

x+C2e
−x+(2x3−3x2+3x)ex. 291. y = ex. 292. y = C1e

−x+

+C2e
−2x− 1

4
cos 2x+

1

4
sin 2x. 293. y = C1 cosx+C2 sinx−

x2

4
cosx+

+
x

4
sinx. 294. y = C1e

−4x cosx + C2e
−4x sinx + ex(2 cosx + sinx).

295. y = C1e
2x cos 2x + C2e

2x sin 2x +
1

4
e2x +

1

10
cos 2x +

1

20
sin 2x.

296. y = C1 + C2e
2x, z = C1 − C2e

2x. 297. y = C1e
−6x cosx +
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+ C2e
−6x sinx, z = (C1 + C2)e

−6x cosx − (C1 − C2)e
−6x sinx. 298.

y = C1e
x + C2e

6x, z = −C1e
x +

3

2
C2e

6x. 299. y = C1e
x cos 3x +

+C2e
x sin 3x, z = C1e

x cos 3x−C2e
x sin 3x. 300. y = C1e

2x+C2e
−2x,

z =
1

3
C1e

2x − C2e
−2x. 301. y = C1e

x + C2e
−x + sinx, z =

1

3
C1e

x +

+ C2e
−x +

2

3
sinx− 1

3
cosx.
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Ïðèëîæåíèe I

Îñíîâíûå ôîðìóëû è ñîîòíîøåíèÿ

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

a2 − b2 = (a− b)(a+ b),

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2),

a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2),

a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2,

a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2,

a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = (a+ b)3,

a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3 = (a− b)3,

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2),

ãäå x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0.

Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü è åãî ñâîéñòâà

Åñëè a ⩾ 0, òî n
√
a = x îçíà÷àåò:

1) x ⩾ 0;
2) xn = a.

n
√
a · b = n

√
a · n

√
b,

(
n
√
a
)k

=
n
√
ak,

n·m√
ak·m =

n
√
ak,

n

√
a

b
=

n
√
a

n
√
b
,

n

√
k
√
a = n·k

√
a,

√
a2 = |a|.

Ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì

an = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
nìíîæèòåëåé

, a1 = a, a0 = 1 (a ̸= 0),

a

p

q = q
√
ap (a ⩾ 0), a−r =

1

ar
(a > 0).

ax · ay = ax+y,
ax

ay
= ax−y, (ax)

y
= ax·y, (a · b)x = ax · bx,(a

b

)x
=
ax

bx
.
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Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è åãî êîðíè

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

ax2 + bx+ c = 0;

D = b2 − 4ac � äèñêðèìèíàíò.

� Åñëè D > 0, óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíÿ

x1,2 =
−b±

√
D

2a
.

� Åñëè D = 0, óðàâíåíèå èìååò äâà îäèíàêîâûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíÿ

x1,2 = − b

2a
.

� Åñëè D < 0, óðàâíåíèå âåùåñòâåííûõ êîðíåé íå èìååò.

Â ñëó÷àå åñëè êîýôôèöèåíò b � ÷åòíîå ÷èñëî,

ax2 + 2kx+ c = 0;

D1 = k2 − ac, x1,2 =
−k ±

√
D1

a
.

Òåîðåìà Âèåòà. Åñëè x1 è x2 � êîðíè ïðèâåäåííîãî êâàäðàò-
íîãî óðàâíåíèÿ x2 + px+ q = 0, òî{

x1 + x2 = −p,
x1 · x2 = q.

Ëîãàðèôìû è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Çàïèñü loga b = x îçíà÷àåò, ÷òî ax = b; çäåñü a > 0, a ̸= 1, b > 0,
loga 1 = 0, loga a = 1.

×àñòíûå ñëó÷àè: lg b � ñîêðàùåííàÿ çàïèñü äëÿ log10 b � äåñÿ-
òè÷íûé ëîãàðèôì; lnx � ñîêðàùåííàÿ çàïèñü äëÿ loge x � íàòó-
ðàëüíûé ëîãàðèôì, e ≈ 2,7182818284590 . . .; ln e = 1, ln1 = 0.

Îñíîâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

loga x1 · x2 = loga x1 + loga x2,

loga
x1
x2

= loga x1 − loga x2,

loga b
p = p · loga b,
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû

1. Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà:

sin2 α+ cos2 α = 1,

tgα =
sinα

cosα
, ctgα =

cosα

sinα
,

1 + tg2 α =
1

cos2 α
, 1 + ctg2 α =

1

sin2 α
.

2. Ôîðìóëû äâîéíîãî óãëà:

sin 2α = 2 sinα cosα,

cos 2α = cos2 α− sin2 α,

tg 2α =
2 tgα

1− tg2 α
.

3. Ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè:

sin2 α =
1− cos 2α

2
,

cos2 α =
1 + cos 2α

2
.

4. Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ àðãóìåíòîâ:

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ,

cos(α± β) = cosα cosβ ± sinα sinβ,

tg(α± β) =
tgα± tg β

1∓ tgα tg β
.

5. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé â ïðîèçâåäåíèå:

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2
,

sinα− sinβ = 2 sin
α− β

2
cos

α+ β

2
,

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2
,
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cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2
,

tgα± tg β =
sin(α± β)

cosα cosβ
.

6. Òàáëèöà çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ
óãëîâ:

Ôóíêöèÿ Àðãóìåíò

0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2

sinα 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 −1

cosα 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1 0

tgα 0

√
3

3
1

√
3 � 0 �

ctgα �
√
3 1

√
3

3
0 � 0
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Ïðèëîæåíèe II

Ñâîéñòâà è ãðàôèêè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = xα

Çäåñü α � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè x > 0; îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, åñëè
α > 0, è ìîíîòîííî óáûâàåò, åñëè α < 0.

1

0 1

x

y

y x=

1

0 1-1

x

y

y x 2
= 1

0 1

-1

-1 x

y

y x=
3

Ðèñ. 76

1

0 1
-1

-1 x

y

y =
1

x

1

0 1-1

x

y

y
1

x2
=

Ðèñ. 77

×àñòíûå ñëó÷àè

1. Åñëè α � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ôóíêöèÿ y = xα

îïðåäåëåíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè −∞ < x < +∞. Ãðàôè-
êè ñòåïåííîé ôóíêöèè ïðè α = 1, α = 2 è α = 3 èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 76.
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2. Åñëè α � öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ôóíêöèÿ xα îïðåäå-
ëåíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, êðîìå x = 0 (ðèñ. 77).

3. Åñëè α =
p

q
> 0 � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì äðîáü

p

q
�

íåñîêðàòèìàÿ, ãäå q � íå÷åòíîå, òî ôóíêöèÿ xα îïðåäåëå-
íà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè , à ïðè ÷åòíîì q ôóíêöèÿ xα

îïðåäåëåíà äëÿ x ⩾ 0. Íàïðèìåð, ôóíêöèè y = x1/2 =
√
x è

y = x1/3 = 3
√
x, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 78.

1

0 1

x

y

y = x

1

0 1

-1

-1 x

y

y = x
3

Ðèñ. 78

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = αx (α > 0, α ̸= 1)

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R. ×èñëî α íàçûâà-
åòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè. Ïðè α > 1 ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò, à ïðè 0 < α < 1 � ìîíîòîííî óáûâàåò (ðèñ. 79).

1

0

x

y

y = ax

H > 1La

1

0

x

y

y = ax

H0< < 1La

Ðèñ. 79
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Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = logα x (α > 0, α ̸= 1)

×èñëî α íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè. Ôóíê-
öèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x > 0. Ïðè α > 1 ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à ïðè 0 < α < 1 ìîíîòîííî óáûâàåò
(ðèñ. 80).

10

x

y

y = log xa

H > 1La

10

x

y

y = log xa

H0 < < 1La

Ðèñ. 80

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = logα x ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèåé äëÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè y = αx. Ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ ñ îñíîâàíèåì α = e îáîçíà÷àþò lnx è íàçûâàþò íàòóðàëüíûì
ëîãàðèôìîì, à ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ îñíîâàíèåì α = 10
îáîçíà÷àþò lg x è íàçûâàþò äåñÿòè÷íûì ëîãàðèôìîì.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

1. Ôóíêöèÿ ñèíóñ y = sinx
Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x, îíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì ðàâ-
íûì T = 2π. Ãðàôèê ñèíóñà íàçûâàþò ñèíóñîèäîé (ðèñ. 81).

3Π�2

-3Π�2

-Π�2

Π�20

1

-1

x

y

-Π

Π

y = sin x

Ðèñ. 81
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2. Ôóíêöèÿ êîñèíóñ y = cosx
Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x, åå ïåðèîä T = 2π. Ãðàôèê êîñèíóñà
èçîáðàæåí íà ðèñ. 82. Ãðàôèê ôóíêöèè y = cosx ïîëó÷àåòñÿ èç

ãðàôèêà y = sinx ñìåùåíèåì åãî âäîëü îñè Ox âëåâî íà îòðåçîê
π

2
.

3Π�2-3Π�2 -Π�2 Π�20

1

-1

x

y

-Π Π

y = cos x

Ðèñ. 82

3. Ôóíêöèÿ òàíãåíñ y = tg x

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå òî÷åê x =
π

2
+ πk, k ∈ Z. Îíà

ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = π. Åå ãðàôèê èçîáðàæåí íà ðèñ. 83.

3 Π

2
-

3 Π

2
-

Π

2

Π

2
0

x

y

-Π Π

y = tg x

Ðèñ. 83
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4. Ôóíêöèÿ êîòàíãåíñ y = ctg x
Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå òî÷åê x = πk, k ∈ Z. Ôóíêöèÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ, T = π (ðèñ. 84).

3 Π

2

-

3 Π

2

-

Π

2
Π

2
0

x

y

-Π Π

y = ctg x

Ðèñ. 84

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

1. Ôóíêöèÿ àðêñèíóñ y = arcsinx

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = sinx íà îòðåçêå
[
−π
2
;
π

2

]
. Íà ýòîì îò-

ðåçêå ôóíêöèÿ y = sinx ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, îíà èìååò
îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = arcsin y, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà îòðåçêå

[−1; 1], à îáëàñòü åå çíà÷åíèé � îòðåçîê
[
−π
2
;
π

2

]
. Ãðàôèê ôóíê-

öèè y = arcsinx èçîáðàæåí íà ðèñ. 85.

2. Ôóíêöèÿ àðêêîñèíóñ y = arccosx
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = cosx íà îòðåçêå [0; π]. Íà ýòîì îòðåçêå
ôóíêöèÿ y = cosx ìîíîòîííî óáûâàåò, òàê ÷òî îíà èìååò îáðàòíóþ
ôóíêöèþ x = arccos y, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−1; 1], à åå
çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0; π]. Ãðàôèê ôóíêöèè y = arccosx
èçîáðàæåí íà ðèñ. 86.
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Π

2

-

Π

2

0 1

-1 x

y
y = arcsin x

Π

2

Π

0 1-1

x

y
y = arccos x

Ðèñ. 85 Ðèñ. 86

3. Ôóíêöèÿ àðêòàíãåíñ y = arctg x

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = tg x íà èíòåðâàëå
(
−π
2
;
π

2

)
. Ïðè ýòèõ

çíà÷åíèÿõ x ôóíêöèÿ y = tg x ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è åå çíà-
÷åíèÿ èçìåíÿþòñÿ (−∞; +∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ y = tg x
èìååò îáðàòíóþ, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ x = arctg y. Îíà îïðåäåëåíà

íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, à îáëàñòü åå çíà÷åíèé � èíòåðâàë
(
−π
2
;
π

2

)
.

Ãðàôèê ôóíêöèè y = arctg x èçîáðàæåí íà ðèñ. 87.

Π

2

-

Π

2

0
x

y
y = arctg x

Ðèñ. 87

4. Ôóíêöèÿ àðêêîòàíãåíñ y = arcctg x
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = ctg x íà èíòåðâàëå (0; π). Ïðè ýòèõ çíà-
÷åíèÿõ x ôóíêöèÿ y = ctg x ìîíîòîííî óáûâàåò, à åå çíà÷åíèÿ èç-
ìåíÿþòñÿ (−∞; +∞). Ïîýòîìó îíà èìååò îáðàòíóþ, êîòîðàÿ îáî-
çíà÷àåòñÿ x = arcctg y. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé
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îñè, à åå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (0; π). Ãðàôèê ôóíêöèè
y = arcctg x èçîáðàæåí íà ðèñ. 88.

Π

2

Π

0
x

y

y= arcctgx

Ðèñ. 88

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè

1. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ y = shx =
ex − e−x

2
Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, ò. å.
sh(−x) = − shx. Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ (−∞; +∞). Ãðàôèê
ôóíêöèè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 89.

2. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ y = chx =
ex + e−x

2
Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, ò. å.
ch(−x) = chx. Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ (1; +∞). Ãðàôèê ôóíê-
öèè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 90.
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x

y

y x= sh

1

0

x

y

y x= ch

Ðèñ. 89 Ðèñ. 90
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3. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ y = thx =
shx

chx
=

ex − e−x

ex + e−x

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé.
Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ (−1; 1), ò. å. | thx| < 1. Ãðàôèê ôóíê-
öèè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 91.

1

-1

0
x

y

y= th x

Ðèñ. 91

4. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ y = cthx =
chx

shx
=

ex + e−x

ex − e−x

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, êðîìå òî÷êè x = 0,
è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, ò. å. cth(−x) = − cthx. Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ (−∞; −1) ∪ (1; +∞), ò. å. | cthx| > 1. Ãðàôèê ôóíêöèè
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 92.
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Ðèñ. 92

259



Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Áàâðèí È. È.Ìàòåìàòèêà: Ó÷åáíèê è ïðàêòèêóì. Ì.: Þðàéò,
2017.

2. Äàíêî Ï. Å., Ïîïîâ À. Ã., Êîæåâíèêîâà Ò. ß. Âûñøàÿ ìà-
òåìàòèêà â óïðàæíåíèÿõ è çàäà÷àõ: ó÷åá. ïîñîáèå. Ò.1,2. Ì.:
Âûñøàÿ øêîëà, 2015.

3. Äåìèäîâè÷ Á. Ï. Êðàòêèé êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè: ó÷åáíîå
ïîñîáèå äëÿ âóçîâ / Á. Ï. Äåìèäîâè÷, Â. À. Êóäðÿâöåâ. Ì.:
ÎÎÎ ¾Èçäàòåëüñòâî Àñòðåëü¿; OOO ¾Èçäàòåëüñòâî ÀÑÒ¿,
2008.

4. Âûãîäñêèé Ì. ß. Ñïðàâî÷íèê ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå / Ì. ß. Âû-
ãîäñêèé. Ì.: ÎÎÎ ¾Èçäàòåëüñòâî Àñòðåëü¿; OOO ¾Èçäàòåëü-
ñòâî ÀÑÒ¿, 2008.

5. Ìèíîðñêèé Â. Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå. Ì.:
ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2006.

6. Èëüèí Â. À. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà: ó÷åáíèê / Â. À. Èëüèí,
À. Â. Êóðêèíà. Ì.: Ïðîñïåêò, 2017.

7. Ñáîðíèê èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå:
ó÷åá. ïîñîáèå / ðåä. À. Ï. Ðÿáóøêî. Ìèíñê: Âûøåéøàÿ øêîëà,
1991.

8. Êðàñíîâ Ì. Ë., Êèñåëåâ À. È., Ìàêàðåíêî Ã. È., Øèêèí Å. Â.,

Çàëÿïèí Â. È. Âñÿ âûñøàÿ ìàòåìàòèêà. Ò. 1, 2. Ì.: Åäèòîðèàë
ÓÐÑÑ, 2003.

9. Øèïà÷åâ Â. Ñ. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà: ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ áà-
êàëàâðîâ / Â. Ñ. Øèïà÷åâ. Ì.: Þðàéò, 2013.

10. Âèëåíêèí È. Â. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà: äëÿ ñòóäåíòîâ ýêîíî-
ìè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé
âóçîâ / È. Â. Âèëåíêèí, Â. Ì. Ãðîáåð. Ðîñòîâ-íà-Äîíó : Ôå-
íèêñ, 2009.

260



Учебное издание 
 
 
 

Ощепкова Наталья Владимировна 
Старостина Лариса Сергеевна 

 
 
 

МАТЕМАТИКА 
 

ПРАКТИКУМ 
 
 

Учебное пособие 
 
 
 

Редактор Л. Л. Савенкова 
Корректор Л. Л. Соболева 

Техническая подготовка материалов: Н. В. Ощепкова 
 
 
 
 

Объем данных 2,5 Мб 
Подписано к использованию 08.12.2021 

 
 
 

Размещено в открытом доступе 
на сайте www.psu.ru  

в разделе НАУКА / Электронные публикации 
и в электронной мультимедийной библиотеке ELiS 

 
 
 

Издательский центр 
Пермского государственного 

национального исследовательского университета 
614990, г. Пермь, ул. Букирева, 15 


