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1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

1.1. Понятия и определения 

Рассмотрим базовые понятия раздела. Все понятия раздела представлены в нижеследу-

ющей таблице. 

Имя понятия, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

Категория линейных  

пространств (л.п.) и линейных 

отображений (л.о.), L 

 Категория L, для которой 

 ObL состоит из всех линейных пространств, 

 L(X,Y) состоит из всех линейных операторов 

A:XY 

 ComL = ComSL(X,Y)  L(Y,Z) (т.е. композиции и 

единицы в L и S совпадают) 

Линейное подпространство (л.п/п) Непустое подмножество VX 

(f,g  V; P)  (1. f+g V; 2. f V) 

Линейная оболочка, Sp(U), UX Л. п/п {1x1+2x2+...+nxn xkU; kP; nN}X 

Линейно независимое (л/н) м Подмножество UX 

(kxk=0, xkU)  k=0 k 

Базис Л/н множество VXX = Sp(V) 

Конечномерное (к/м)  

линейное пространство 

Линейное пространство, которое имеет конечный 

базис 

Бесконечномерное (б/м) 

линейное пространство 

Линейное пространство, которое не имеет конеч-

ного базиса 

Размерность линейное 

пространство, dimX 

Мощность базиса 

Отрезок, [x0, x1], x0, x1X Подмножество {(1-)x0+x1[0, 1]}X 

Выпуклое множество  Подмножество UХx0, x1U  [x0, x1]U 

Сумма V + W, V,  WX Подмножество {v+wvV; wW}X 

V, VX Подмножество {vvV}X 

Прямая сумма п/п, VW,  

V, W – л. п/п в Х 

Сумма п/п, в которой представление x=v+w одно-

значно 

A:XY линейный оператор, ядро 

линейного оператора, kerA 

Л. п/п {xXAx=Y}= A-1Y  X 

Образ линейного оператора, imA Л. п/п A(X)  Y 

Линейное уравнение (л.у.) Уравнение Аx=y   (c линейный оператор А) 

Однородное уравнение  Л.у. Ах=Y 

Собственное значение Комплексное число  ker(I-A)X 

Собственное подпространство, 

отвечающее , X 

Л. п/п ker(I-A) 

Cобственный вектор,  

отвечающий  

Вектор xker(I-A) \ X 
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1.2. Основные утверждения и теоремы раздела 

 

УТВ Л-1.2.1. Свойства Sp(U) (Sp(U) – л. п/п.;   Sp(U) – наименьшее л. п/п, содержащее U). 

УТВ Л-1.2.2.  (V,W – л п/п в линейное пространство Х  X = V + W)   (X=VW  VW = 

X). 

УТВ Л-1.2.3. Свойства линейных операторов: 

- произведение линейных операторов является  линейным оператором;  

- тождественный оператор I линеен;  

- А – обратимый линейный оператор   А-1 –линейный оператор;  

-АX = Y; 

- ядро линейного оператора kerA – линейное подпространство  в Х;  

- образ линейного оператора imA – линейное подпространство в Y;  

- линейный оператор  А инъективен  kerA = X ;  

- линейный оператор  A сюръективен  imA = Y;  

- при линейном отображении  образ (и прообраз) выпуклого множества  является выпуклым 

множеством; 

- при линейном отображении  образ (и прообраз) линейного подпространства  является ли-

нейным  подпространством ;   

- при линейном отображении  прообраз линейного независимого множества является линей-

но независимым множеством.  

УТВ Л-1.2.4. Линейное пространство  P k  k-мерно. 

УТВ Л-1.2.5. Изоморфизмы в категории L – линейные биективные отображения. 

УТВ Л-1.2.6. Для  фиксированного k   k-мерные линейные пространства изоморфны. 

УТВ Л-1.2.7. Примеры линейных пространств. 

1) X=B[a, b]: множество функций, ограниченных на отрезке [a, b]; 

2) X=C[a, b]: множество функций, непрерывных на отрезке [a, b]; 

3) X=Ck[a; b]: множество функций, k раз непрерывно дифференцируемых на отрезке [a, b]; 

4) X=C∞[a, b]: множество функций, дифференцируемых бесконечное число раз на отрезке [a, b]; 

5) Для указанных пространств справедливо включение: 

S[a, b] ⸧ B[a, b] ⸧ C[a, b] ⸧ C1[a; b] ⸧ C2[a; b] ⸧ … ⸧ Ck[a; b] ⸧ … ⸧ C∞[a, b]; 

6) X=Rn – пространство n-мерных векторов; 

7) X=l1 – пространство суммируемых с первой степенью последовательностей:  

x ∈ l1: ∑∞
n=1 |xn| < +∞ ; 
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8) X=l2 – пространство суммируемых со второй степенью последовательностей: x ∈

l2: ∑∞
n=1 |xn|2 < +∞ ; 

9) X=lp – пространство суммируемых с p-й степенью последовательностей: x ∈

lp: ∑∞
n=1 |xn|p < +∞ ; 

10) X=l∞ – пространство ограниченных последовательностей: x ∈ l∞: supn=1,∞|xn| < ∞ ; 

11) Для указанных пространств справедливо включение:  

l1 ⊂ l2 ⊂ l3 ⊂. . . ⊂ lp ⊂. . . ⊂ l∞ . 

1.3. Типовые задачи по разделу 

1) Дано VX – линейное пространство. Определить свойства множества V: V – л.п/п в Х, V 

выпукло, V л/н, V базис? 

2) Определить, является ли оператор А линейным. 

3) Исследовать л.у. Ax=y с использованием однородного уравнения Ax=Y. 

4) Найти собственные значения и собственные подпространства (в частности, собственные 

вектора) линейного оператора. 

5) Найти матрицу конечномерного линейного оператора. 

 

1.4. Примеры решения задач 

1.4.1. Определить свойства множества в линейном пространстве. 

1) Дано V = [0, 1], V  R – линейное пространство.  

Определить свойства множества V: V – л.п/п в Х, V выпукло, V л/н, V – базис? 

Решение.  

[0, 1] не является л.п/п, т.к., например, из x=0,5[0, 1] не следует ∙x[0, 1] при .     

[0, 1] выпукло: x0, x1[0, 1]  [x0, x1][0, 1].      

x1=0,5[0, 1], x2=1[0, 1], 2x1+(–1)x2=0, но 1=20 и 2= –10  [0, 1] линейно зависимо.  

[0, 1] не является базисом, т.к. не является линейно независимим. 

2) X = R; V =[-1, 2] – л. п/п? 

Решение. Нет, не является: x1=1; x2=2: x1 + x2=3 ∉ V. 

3) X = R; V = Z – л. п/п? 

Решение. Нет, не является: x1=1; x2=2: x1 + x2=3 ∉ V:  

∀α∈R:  α∙x∉V. α=√2 ∀x∈V: √2∙x∉V. 

4) X=C[0, 1]: множество функций, непрерывных на отрезке [0, 1].  
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V = {x(t)=C·sint} – л. п/п? 

Решение. Да, является л. п/п:  

x1(t) + x2(t)=2: x1 + x2= (C1 + С2)·sint  V,  

α·x(t) = α·C·sint = C*·sint  V. 

Получили, что V – л. п/п. 

1.4.2. Определить линейность оператора A:X→Y. 
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1.4.3. Исследовать линейное уравнение: 

1.4.3.1. Исследовать  операторное уравнение: x(t3/2) = y(t), t[0, 1],  

с использованием однородного уравнения x(t3/2) = (t), t [0, 1]. 

Решение   

1) Уравнение записано поточечно: для точки t[0, 1] x(t3/2) = y(t). 

2) (Аx)(t) = x(t3/2), t[0, 1]. A=xh – оператор внутренней суперпозиции, где h(t) = t3/2. Т.к. h – 

непрерывная функция, то можно положить X=Y=C[0, 1]. 

2.1) Действие?  xC[0, 1] (h – непрерывна, а композиция непрерывных функций непрерыв-

на) Ax=xh Y! 

3) Свойства оператора  А?  

3.1) AL(X,X) = L(X)?  

Доказательство.  t[0, 1] А(1x1 + 2x2)(t) =(определение о. А)= (1x1 + 2x2)(t
3/2) 

=(поточечные линейный оператор в С[0,1])= 1x1(t
3/2) + 2x2(t

3/2) =(определение о. A)= 1 

Ax1(t) + 2 Ax2(t) =(поточечные линейный оператор в С[0,1])= (1 Ax1 + 2 Ax2)(t) 

=(поточечное равенство функций) A(1x1 + 2x2) = 1 Ax1 + 2 Ax2 =(определение линей-

ный оператор) A – линейный оператор  

3.2) kerA = X ?  

Решаем однородное уравнение: x(t3/2) = (t), t[0, 1]. Сделаем замену переменной: t3/2 =   

x() = (2/3) = () [0, 1], следовательно, однородное уравнение имеет только нулевое 

решение  оператор А инъективен! 

3.3) imA = Y?  

Для произвольной непрерывной функции yC[0, 1] рассмотрим: x(t3/2) = y(t) =(=t3/2) x() = 

y(2/3) [0, 1]  оператор А сюръективен! 

3.4) Биективность? A-1?  

Из 3.2) и 3.3) следует биективность А! Обратный оператор А-1 мы нашли, решая неоднород-

ное уравнение: (A-1y)(t) = y(t2/3) t[0, 1], то есть  

A-1y = yh-1. 

3.5) Теорема существования решения? Из 3.3.3.  вытекает, что решение существует при лю-

бой правой части! 

3.6) Теорема единственности решения? Из 3.3.2. вытекает, что решение единственно при лю-

бой правой части! 

1.4.3.2. Исследовать линейное уравнение x(t) – x(1/2)t2 = y(t), t[0, 1], с использованием од-

нородного уравнения  x(t) – x(1/2)t2 = (t), t [0, 1]. 
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Решение  

1) Уравнение записано поточечно: для точки t[0, 1] x(t) – x(1/2)t2 = y(t) (1).  Рассмотрим 

оператор (Kx)(t) = x(1/2)t2, t[0, 1], тогда уранение (1) можно записать в векторной записи: x 

– Kx = y  Ix – Kx = y  (I – K)x = y (I – K =(обозначим)= A) Ax = y. 

2) (Аx)(t) = x(t) – x(1/2)t2, t[0, 1] – оператор А является линейной комбинацией тождествен-

ного оператора  и оператора К.  

Т.к. любое значение оператор  К – непрерывная функция, то можно положить  

X=Y=C[0, 1]. 

2.1) Действие оператора К?  

 xC[0, 1] (опр. о. К) (Kx)(t) = x(1/2)t2, t[0, 1] =( x(1/2)=с) (Kx)(t) =  

= с t2, t[0, 1] =(квадратичная ф. непрерывна) Kx  C[0,1] =(C[0,1] – линейное простран-

ство) x – Kx = Ax C[0,1]. 

3) Свойства оператора А?  

Во-первых докажем, что А – линейный оператор. Достаточно  доказать линейность операто-

ра К, т.к. оператор А является линейной комбинацией оператора К и тождественного. 

Доказательство.  t[0, 1] K(1x1 + 2x2)(t) =(определение о. К)= (1x1 + 2x2)(1/2)t2 

=(поточечные линейный оператор в С[0,1])= (1x1(1/2) + 2x2(1/2))t2 =(лин. оп. в R)= 1x1(1/2) 

t2 + 2x2(1/2)t2 =(определение о. К)= 1 Kx1(t) + 2 Kx2(t) =(поточечные линейный оператор в 

С[0,1])=  

=(1 Kx1 + 2 Kx2)(t) =(поточечное равенство функций) K(1x1 + 2x2) = =1 Kx1 + 2 Kx2 

=(определение линейный оператор) К – линейный оператор . 

3.1) kerA = X ?  Инъективность А ? Решаем однородное уравнение: x(t) – x(1/2)t2 = (t) = = 

0, t[0, 1] (тождественно преобразуем) x(t) = x(1/2)t2 = ct2 t[0,1], в частности, при t = 

½ получаем c = c ¼  c3/4 = 0  c = 0  x(t) =  0 t[0,1]  x = X, следовательно, одно-

родное уравнение имеет только нулевое решение  оператор А инъективен. 

3.2) imA = Y?  Сюръективность А ?   Для произвольной непрерывной функции yC[0, 1] 

рассмотрим неоднородное уравнение: x(t) – x(1/2)t2 = y(t), t[0, 1] (тождественно преоб-

разуем) x(t) = x(1/2)t2 + y(t) = Сt2 + y(t), t [0, 1], в частности, при t = ½ получаем С = С ¼ + 

y(1/2)  С = 4/3y(1/2) =(подставляем найденное знаение С в формулу x(t) = С∙t2 + y(t)) 

находим решение неоднородного уравнения  

x(t) = 4/3 y(1/2)t2 + y(t), t[0,1], при любой правой части yC[0, 1]   (определение сюръ-

ективного о.) оператор А сюръективен. 

3.3) Биективность? A-1? Из 2.3.1 и 2.3.2 следует биективность А! Обратный оператор А-1 мы 

нашли, решая неоднородное уравнение: (A-1y)(t) = 4/3 y(1/2)t2 + y(t), t[0, 1], то есть A-1y = 
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4/3Ky + y yC[0, 1] (поточечное равенство операторов) 

 A-1 = 4/3K + I . 

4) Теорема существования решения? Из 3.2 вытекает, что решение существует при любой 

правой части. 

5) Теорема единственности решения? Из 3.1 вытекает, что уравнение не может иметь более 

одного решения при любой правой части.  

1.4.4. Найти собственные значения  0, 1,...(0  1  ....) и собственные подпространства  

X0 = ker(0I – A ) и X1 = ker(1I – A)  линейного оператора  А. 

Рассмотрим линейный оператор (Ax)(t) = 
1

0

2 )( dsssxt : C[0, 1]C[0, 1]. Найти собственные 

значения и собственные подпространства линейного оператора А.  Выбрать с.в. eX1 c еди-

ничной нормой (длиной) ||e||=1. 

Решение  

Рассмотрим сначала 0=0. 
1

0

2 )( dsssxt  = 0  
1

0

2 )( dsssxt  = 0   

X0 = {x C[0, 1] 
1

0

)( dsssx  = 0}.  

При 0 решаем уравнение x(t)- 
1

0

2 )( dsssxt =0  x(t)= 
1

0

2 )( dsssxt   x(t) = t2c (*), 

где c= 
1

0

)( dsssx  можно определить, умножая равенство (*) на t, и затем интегрируя его по от-

резку [0, 1]: c – 1/4 c = 0  ( – 1/4)c = 0.  

Отсюда 1 = 1/4, с остается произвольным, следовательно, в силу равенства (*),  

X1 = Sp(t2). e(t) = t2, ||e||sup = sup{t2: t[0,1]} = 1. 
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1.4.5. Найти матрицу конечномерного  линейный оператор  

Пусть А:ХХ к/м линейный оператор; imA = Sp(e1, e2) = YX. Найдём матрицу линейный 

оператор AY:YY в базисе <e1, e2>.  

Рассмотрим X= C[0, 1], e1(t) = 1, e2(t) = t; (Ax)(t) =  

1

0

)()( dssxtss . 

Решение  Координаты векторов Ae1 и Ae2 в базисе <e1, e2> являются столбцами матрицы ли-

нейный оператор AY. Вычисляем (Ae1)(t) = 1/2+t1/2 = 1/2e1 + 1/2e2, (Ae2)(t) = 1/3+t1/3 = 1/3e1 

+ 1/3e2. Следовательно, матрица линейный оператор AY = 








3/12/1

3/12/1
. 

 

1.4.6. Доказать  некоторые свойства 

1.4.6.1. Произведение линейных операторов  является линейным оператором.  

Доказательство. 

 BA(1x1 + 2x2) = (определение произведения ВА(x)=B[A(x)])= B[A(1x1 + 2x2)] = (A линей-

ный оператор) =  B(1 Ax1 + 2 Ax2) = (B линейный оператор)= 1 B(Ax1) + 2 B(Ax2) = (опре-

деление композиции ВА(x)=B[A(x)]) = 1 BA(x1) + 2 BA(x2) = (определение линейный опе-

ратор) ВА – линейный оператор. 

 

1.4.6.2. При линейном отображении  прообраз линейно независимого множества  является 

линейно независимым множеством. 

Доказательство. 

 xk  A-1(W) & kxk = X  = (определение A-1(W)) Аxk  W & A(kxk) = (А линейный 

оператор) = k Аxk = АX = Y  = (W – линейно независомое множество в Y) k = 0 k 

=(определение л/н м.) A-1(W) – линейно независомое множество. 

 

1.5. Задачи для самостоятельной работы 

1.5.1.  Пусть X,YObL, AL(X,Y). Доказать  утверждение. 

1)  V,W – л п/п в Х  V + W – л.п/п в X. 

 

2)  W – выпуклое м. в Y  прообраз A-1(W) – выпуклое м. в Х. 

 

3) Доказать, что C[a,b] – л. п/п в B[a,b]. 

 

4) V – выпуклое множество в Х  V – выпуклое множество в Х. 

 

5) V, W – выпуклые множества в Х  WV  – выпуклое множество в Х 
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6)  V – выпуклое множество в Х  VxVx  00 , – выпуклое множество в Х 

 

7)  UX    Sp(U) – л.п/п в X & USp(U). 

 

8) Доказать, что KerA – л.п/п в X. 

 

9)  V – л п/п в Х  образ А(V) – л.п/п в Y. 

 

10)  W- л/н м. в Y  прообраз A-1(W) – л/н м. в Х. 

 

11) V – выпуклое м. в Х  образ А(V) – выпуклое м. в Y. 

 

12) V, W – выпуклые множества в Х  WV  - выпуклое множество в Х. 

 

 

1.5.2. Исследовать линейное уравнение  в C[0,1].  

1. )()()(
2

1
1

0

tydsstsxtx                            2.   )()()(4

1

0

tydsstxtx    

3. )()()(4

1

0

2 tydsssxttx                            4.  )()()(
3

1
1

0

2 tydssxtstx    

5. )()()(2

1

0

3 tydsssxttx                            6.  )()()(2

1

0

tydssxtx    

7. )()()(
5

1
1

0

2 tydssxttx                            8.  )()()(
6

1
1

0

22 tydssxsttx    

9. )()()(

1

0

tydsssxtx                                10.  )()()(
4

1
1

0

2 tydssxstx    
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1.5.3. Пример теста по модулю «Линейные пространства и линейные операторы». 

ВАРИАНТ 1 

№1 X,Y – л.п.;  A : X→Y – л.о.     

 Какими из свойств обладает мн-во векторов V: 

1.   выпукло   2.  л. п/п в X   3.  л. п/п в Y   4.  Содержится в к/м л. п/п    

5.  л.п.   6.  л/н  7. базис в X(в Y)   8. к/м л.п. 

Укажите номера свойств. 

],1,0[),1( CtSpX   

V =  RCCtCCtxXx  1010 ,0,)(:  

 

№2 A : X→X – к/м л.о.; im A=Sp(e1, e2)=Y X. Найти матрицу л.о. 

A|y : Y→Y в базисе < e1, e2>.  A|y=[::: :::] 

X=C[0,1]; e1(t)= t; e2(t)=sin t; (Ax)(t)= x(1) t + 
1

0

)(sin dsstx . 

 

№3 X – л.п.; A : X→X – л.о. Найти собств. знач-я λ0, λ1,…(|λ0|<|λ1|<…) собств. 

п/п X0=ker(λ0 I-A), X1=ker(λ1 I-A),… Выбрать собственный вектор eX1 с 

единичной нормой (длиной) ║e║=1 (║x║=sup|x(t)|, ║x║lp=( |xk|
p)1/p.                                                                                                  

t[0,1]                               

λ0,=…, X0=…; λ1,=…, X1=…; e=… . 

  X= C[0,1];    (Ax)(t) = (t2-0,5) x(1); 

 

№4 Какие из операторов A : X→Y  линейны?   Укажите номера. 

1. 117)(,  xxfRYX  

     2. )())((],1,0[ 3 txttAxCYX   

     3.. )(2))((],1,0[ 2txtAxCYX   

     4. 23)(, xxfRYX   

№5 A : X→Y – л.о. Уравнение Ax=y не может иметь более одного решения  

(да/нет) ? Разрешимо для уY (да/нет) ? 

1)  X= C1[0,1]; Y= С[0,1]; (Ax)(t)=
dt

dx
  

2)  X=Y=C[0,1]; (Ax)(t)= 
4

1
x(t) – 

1

0

2 )( dssxst  

 

 

Решение теста.  Вариант 1. 

№1  Дано: ],1,0[),1( CtSpX   RCCtCCtxXx  1010 ,0,)(: . 

Определить свойства множества: 

1.1. V – выпукло? 

Выберем два вектора из множества V: x1, x2∊ V . Рассмотрим точки x  отрезка, соединяющего  

x1 и x2: x(t)=(1-𝛼)∙x1(t)+𝛼∙x2(t), t∊[0;1];   𝛼∊[0; 1].  x∊V? 
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x(t)=(1-𝛼)∙x1(t)+𝛼∙x2(t)=(1-𝛼)∙(C01+C11∙t)+𝛼∙(C02+C12∙t)= ((1-𝛼)C01+𝛼∙C02)+ 

+((1-𝛼)C11+𝛼∙C12)∙t)=[обозначим: С0=(1-𝛼)C01+𝛼∙C02 ; C1=(1-𝛼)C11+𝛼∙C12  ]= 

=C0+C1∙t;  С0=(1-𝛼)C01+𝛼∙C02 ≤0, т.к. C01;C02 ≤0. Таким образом х∊V⇒V-выпукло. 

1.2. V – линейное подпространство  в Х? 

Выберем два вектора из множества V: x1, x2∊ V .Рассмотрим линейную комбинацию x1 и x2: 

∀𝛼,𝛽∊P ( Р – поле чисел),  имеем: x(t)=𝛼∙x1(t)+𝛽∙x2(t), t∊[0;1]  

⇒x(t)=𝛼∙x1(t)+𝛽∙x2(t)=𝛼∙(C01+C11∙t)  + +𝛽∙(C02+C12∙t)  = 

(𝛼C01+𝛽∙C02)+(𝛼C11+𝛽∙C12)∙t)=[обозначим: С0=𝛼∙C01+𝛽∙C02 ;  

C1=𝛼∙C11+𝛽∙C12  ]=C0+C1∙t, ∀𝛼,𝛽∊ Р.   С0 должно быть меньше нуля.  

Известно, что C01,C02 ≤0. Пусть 𝛼=– 1;  𝛽= – 2 ⇒ С0=𝛼∙C01+𝛽∙C02 =  – C01 – 2 ∙C02 ≥0 ⇒х∉V ⇒ 

V не является линейным подпространством в Х. 

1.3. V – линейное подпространство  в Y?  Т.к. пространство Y в данной задаче неопределен-

но, то V не может быть линейным подпространством в Y. 

1.4. V cодержится в конечномерном линейном подпространстве? 

   По условию ],1,0[),1( CtSpXV  а Sp(1,t) является конечномерным линейным под-

пространством  ⇒ V cодержится в конечномерном линейном подпространстве . 

1.5.  V явялется линейным пространством? 

Т.к. V не является линейным подпространством ( см. п. 1.2), то V не является и линейным 

пространством. 

1.6.  V – линейно независимо?  

Т.к. V – выпукло (1.1), то V линейно зависимо. 

1.7. V – базис в X(в Y)? 

Из п. 1.6. следует, что  V не может являться базисом. 

1.8. V – конечно мерное линейное пространство? 

Из п. 1.2. следует, что V не может являтся линейным пространством. 

Ответ: Множество V обладает свойствами 1,4.  

 

№2  X=C[0,1]; e1(t)= t; e2(t)=sin t; (Ax)(t)= x(1)∙ t +  

1

0

)(sin dssxt .  

Найти матрицу линейного оператора А. 

 Для решения найдем  образы векторов 𝘦1(t)  и 𝘦2(t). 

(A 𝘦1)(t)  = 𝘦1(1)∙t+   

1

0

1 )(sin dsset =1∙t+ 
1

0

sin dsst = t+ 0,5∙sin 𝜋t = 1∙e1(t) + 0,5∙ e2(t); 
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Заполняем первый столбец матрицы получившимися коэффициентами:  








5,0

1
 

(A 𝘦2)(t)  = 𝘦2(1)∙t+   

1

0

2 )(sin dsset =(sin𝜋)∙t+ 
1

0

sinsin dsst  =0∙ t


2
 ∙sin 𝜋t = 

= 0∙e1(t) 


2
 ∙ e2(t); заполняем второй столбец матрицы 


















2
0

 

В результате получим матрицу оператора А:  



















2
5,0

01
А . 

 

№3  Дано: X= C[0,1];    (Ax)(t) = (t2-0,5) x(1); 

Найдём собственные значения и собственные подпространства оператора А. 

Рассмотрим  однородное  операторное уравнение  𝜆x-Ax=0. 

∀t∊[0;1]:  𝜆x(t) – (t2-0,5) x(1) =0 ⇒ 

3.1. 𝜆=0  ⇒ (t2-0,5) x(1) = 0 ∀t∊[0;1] ⇒ x(1)=1; 

Получаем собственное значение 𝜆0=0  и собственное подпространство Х0={x∊X: x(1)=0}; 

3.2. 𝜆≠0  ⇒ ∀t∊[0;1]:  𝜆x(t) – (t2-0,5) x(1) =0 ⇒ пусть t =1: 𝜆∙x(1) – 0,5∙x(1)=0   ⇒ 

(𝜆-0,5)∙x(1)=0  ⇒ учитывая, что x(1) ≠0 [x(1)=0 ⇔ 𝜆=0], получаем 𝜆1=0,5 ⇒  

Из уравнения   𝜆x(t) – (t2-0,5) x(1) =0, ∀t∊[0;1], при 𝜆1=0,5,  получаем собственное  под-

пространство Х1=Sp(t2-0,5).  

Выделим из  Х1 вектор с единичной нормой:  х0(t)= t2-0,5∊X1  ⇒  ||x0||= 5,0|5,0|sup 2

]1;0[




t
t

 ⇒  

 
    125,02

||||

22

0

0  tt
x

tx
te . 

Ответ:      ;12;5,0;5,0};0)1(:{;0 22

1100  ttetSpXxXxX   

№4.  Определить линейны ли операторы: 

4.1. 117)(,  xxfRYX  

     Установим линейность или нелинейность отображения по определнию линейного опера-

тора:  ∀х,у∊R, ∀a,b∊P  имеем:     1177117  ybxabyaxbyaxf (*) 

С другой стороны:        117117  ybxayfbxfa   (**) 

Из (*)  и  (**)  следует, что      yfbxfabyaxf  ⇒ отображение  xf  нелинейно. 

4.2. )())((],1,0[ 3 txttAxCYX  . 

∀х,у∊R, ∀a,b∊P  

                   tAybtAxatytbtxtatybtxattybtxaA  333  ⇒ 
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по определению линейного оператора следует, что А – линейный оператор. 

4.3. )(2))((],1,0[ 2txtAxCYX   

∀х,у∊R, ∀a,b∊P                   tAybtAxatybtxtybxatybtxaA  222 22  

⇒ 

по определению линейного оператора следует, что А – линейный оператор. 

4.4. 23)(, xxfRYX   

∀х,у∊R, ∀a,b∊P  имеем:      22222
233 ybхуabхabyaxbyaxf      (*) 

С другой стороны:     22 ybxayfbxfa    (**) 

Из (*)  и  (**)  следует, что      yfbxfabyaxf  ⇒ отображение  xf  нелинейно. 

Ответ: Линейными являются отображения 4.2 и 4.3. 

№5. Дано уравнение Ax=y. Необходимо ответить на два вопроса:  

- уравнение не может иметь более одного решения  (да/нет) ?  

-уравнение разрешимо для уY (да/нет) ? 

Первый вопрос эквивалентен инъективности отображения. Второй вопрос эквивалентен его 

сюръективности. 

5.1. X= C1[0,1]; Y= С[0,1]; (Ax)(t)=
dt

dx
 . 

Определим инъективность отображения.  Согласно утверждению УТВ_Л.1.2.3 для ответа на 

данный вопрос рассмотрим однородное уравнение Ах=𝜃Y. 

  RCCtx
dt

dx
t Y  ,]1;0[  ⇒однородное уравнение имеет ненулевое решение  

⇒оператор А не является инъективным  ⇒уравнение Ах=у может иметь более одного реше-

ния. 

Определим сюръективность отображения. Согласно утверждению УТВ_Л-1.2.3 рассмотрим 

уравнение Ах=у ∀y∊Y  ⇒       

t

dssytxty
dt

dx
t

0

]1;0[ . Таким образом, оператор  А 

является сюръективным   ⇒уравнение разрешимо  ∀у∊ Y. 

Ответ:  нет, да. 

5.2.  X=Y=C[0,1]; (Ax)(t)= 
4

1
x(t) – 

1

0

2 )( dssxst  

При рассмотрении операторного уравнения II рода удобнее воспользоваться решением неод-

нородного уравнения 𝜆х-Ах=у. 
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1

0

2

1

0

2

4

1

4

1
]1;0[ tydssxsttxtydssxsttxt  

Обозначим   

1

0

Cdssxs    tytCtx  2

4

1
 (*). Домножим  это уравнение  на t и проин-

тегрируем  на [0;1]. Получим:     dttytdtttCdttxt  

1

0

1

0

2

1

0
4

1
⇒ 

    

1

0

1

0

0
4

1

4

1
dttytdttytCC . Таким образом получилось условие разрешимости 

уравнения. Решение такого уравнения  выпишем из (*):      ]1;0[;,44 2  tRCtyCttx

. 

Данное уравнение имеет ненулевое решение. Уравнение разрешимо не для всех правых ча-

стей, а только для тех у, которые удовлетворяют условию:   

1

0

0dttyt . 

Ответ: нет, нет. 

Выпишем все ответы на тест 1 варианта: 

№1 1;4  

№2 


















2

2

1

01

 

№3 

 
  ;12

;5,0;5,0

}0)1(:{;0

2

2

11

00







tte

tSpX

xXxX





 

№4 2,3 

№5 5.1) нет; да  5.2) нет;  нет 
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1.6. Варианты заданий для контрольной работы 

ВАРИАНТ 2 

№1 X,Y – л.п.;  A : X→Y – л.о.      

Какими из свойств обладает мн-во векторов V: 

1.   выпукло   2.  л. п/п в X   3.  л. п/п в Y   4.  Содержится в к/м л. п/п   5.  л.п.  

6.  л/н  7. базис в X(в Y)   8. к/м л.п. 

Укажите номера свойств. 

  X=Y=C[0,1]. (Ax)(t)= 
1

0

)()cos()sin( dssxst , V = im A. 

№2 A : X→X – к/м л.о.; im A=Sp(e1, e2)=Y X. Найти матрицу л.о. 

A|y : Y→Y в базисе < e1, e2>.  A|y=[::: :::] 

 

X=C[0,1]; e1(t)= t; e2(t)=1-t; (Ax)(t)= x(1) t + x(0)(1 – t). 

 

№3 X – л.п.; A : X→X – л.о. Найти собств. знач-я λ0, λ1,…(|λ0|<|λ1|<…) и  

собств. п/п X0=ker(λ0 I-A), X1=ker(λ1 I-A),… Выбрать собственный вектор e X1 с 

единичной нормой (длиной) ║e║=1 (║x║=sup|x(t)|)                                                                                                                                     

λ0,=…, X0=…; λ1,=…, X1=…; e=… . 

X= C[0,1];    (Ax)(t) = ).( 3
13xt  

 

№4 Какие из операторов A : X→Y  линейны?   Укажите номера. 

 1. xxfRYX 46)(,    

 2. 14),(,, 2121

2  xxxxARYRX  

 3.  ];1,0[],1,0[1 CYCX   , 
dt

dx
tAx  5))(( . 

 4.  

1

0

23 )(cos))((],1,0[ dssxsttAxCYX  

 

№5 A : X→Y – л.о. Уравнение Ax=y не может иметь более одного решения  (да/нет) ? 

Разрешимо для уY (да/нет) ? 

1. X = Y= C[0, ];  (Ax)(t) = ttx sin)(  ,   

2. 
1

0

34 )()(125,0))((];1,0[ dssxsttxtAxCYX  

 

 

  



19 

ВАРИАНТ 3 

№1 X,Y – л.п.;  A : X→Y – л.о.     Какими из свойств обладает мн-во векторов V:1.   

выпукло   2.  л. п/п в X   3.  л. п/п в Y   4.  Содержится в к/м л. п/п   5.  л.п.   

6.  л/н  7. базис в X(в Y)   8. к/м л.п. 

Укажите номера свойств. 

 

X=Y=C[0,1];  (Ax)(t) =0,2 x(t) – 
1

0

3 )( dsssxt ;  V = ker A. 

 

№2 A : X→X – к/м л.о.; im A=Sp(e1, e2)=Y X. Найти матрицу л.о. 

A|y : Y→Y в базисе < e1, e2>.  A|y=[::: :::] 

X=C[0,1]; e1(t)= t; e2(t)=1; (Ax)(t)=  

1

0

2 )()( dssxsts ). 

 

№3 X – л.п.; A : X→X – л.о. Найти собств. знач-я λ0, λ1,…(|λ0|<|λ1|<…) и  

собств. п/п X0=ker(λ0 I-A), X1=ker(λ1 I-A),… Выбрать собственный вектор e X1  

с единичной нормой (длиной) ║e║=1 (║x║=sup|x(t)|, ║x║lp=( |xk|
p)1/p.                                                                                                                        

C[0,1] t[0,1]                        k=1 

λ0,=…, X0=…; λ1,=…, X1=…; e=… . 

 

X= C[0,1];    (Ax)(t) =  

1

0

2 )( dssxst       

 

№4 Какие из операторов A : X→Y  линейны? Укажите номера. 

 

1. 121

2 2),(,, xxxARYRX   

2. ];1,0[],1,0[1 CYCX  )1('))(( 2 xttAx   

3.  3)(,  хxfRYX  

4.  

1

0

)()sin())((],1,0[ dssxsttAxCYX  

№5 A : X→Y – л.о. Уравнение Ax=y не может иметь более одного решения  (да/нет) ? 

Разрешимо для уY (да/нет)? 

 

)()352())((];1,0[ 2 txtttAxCYX   

X=Y=C[0,1]; (Ax)(t)= 4x(t) – 
1

0

2 )( dssxs  



20 

ВАРИАНТ 4 

№1 X,Y – л.п.;  A : X→Y – л.о.     Какими из свойств обладает мн-во векторов V:1.   

выпукло   2.  л. п/п в X   3.  л. п/п в Y   4.  Содержится в к/м л. п/п   5.  л.п.    

6.  л/н  7. базис в X(в Y)   8. к/м л.п. 

Укажите номера свойств. 

 

А.  X=C – л.п. над полем C; V={ i,1 }. 

 

№2 A : X→X – к/м л.о.; im A=Sp(e1, e2)=Y X. Найти матрицу л.о. 

A|y : Y→Y в базисе < e1, e2>.  A|y=[::: :::] 

 

А. X=C[0,1]; e1(t)=t; e2(t)=t2; (Ax)(t)=  

1

0

2 )()( dssxstt   

 

№3 X – л.п.; A : X→X – л.о. Найти собств. знач-я λ0, λ1,…(|λ0|<|λ1|<…) и  

собств. п/п X0=ker(λ0 I-A), X1=ker(λ1 I-A),… Выбрать собственный вектор e X1  

с единичной нормой (длиной) ║e║=1 (║x║=sup|x(t)|, ║x║lp=( |xk|
p)1/p.                                                                                                                        

C[0,1] t[0,1]                        k=1 

λ0,=…, X0=…; λ1,=…, X1=…; e=… . 

 

A.    5,0sin))((];1,0[ xttAxCX    

№4 Какие из операторов A : X→Y  линейны?   Укажите номера. 

 

A. 1. xxfRYX 5)(,   

2. X=Y=C[0,1]; (Ax)(t)= 
1

0

3 )( dssxets
 

3.   21212121 ),(,,0,0:),( xxxxARYxxxxX   

 

      4. )0())((],1,0[ 3 xttAxCYX         

 

№5 A : X→Y – л.о. Уравнение Ax=y не может иметь более одного решения  (да/нет)? 

Разрешимо для уY (да/нет)? 

 

A. )()232())((];1,0[ 2 txtttAxCYX   

B. X=Y=C[0,1]; (Ax)(t)= 2x(t) – 
1

0

2 )( dssxs  
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ВАРИАНТ 5 

№1 X,Y – л.п.;  A : X→Y – л.о.     Какими из свойств обладает мн-во векторов V:1.   

выпукло   2.  л. п/п в X   3.  л. п/п в Y   4.  Содержится в к/м л. п/п   5.  л.п.    

6.  л/н  7. базис в X(в Y)   8. к/м л.п. 

Укажите номера свойств. 

 

X={ ]1,0[,)(0]1,0[  tttxCx }.   

 

№2 A : X→X – к/м л.о.; im A=Sp(e1, e2)=Y X. Найти матрицу л.о. 

A|y : Y→Y в базисе < e1, e2>.  A|y=[::: :::] 

 

X=C[0,1]; e1(t)=sin  t; e2(t)=t; (Ax)(t)=x(0) sin t + 
1

0

)( dsstx . 

 

№3 X – л.п.; A : X→X – л.о. Найти собств. знач-я λ0, λ1,…(|λ0|<|λ1|<…) и  

собств. п/п X0=ker(λ0 I-A), X1=ker(λ1 I-A),… Выбрать собственный вектор e X1  

с единичной нормой (длиной) ║e║=1 (║x║=sup|x(t)|, ║x║lp=( |xk|
p)1/p.                                                                                                                        

C[0,1] t[0,1]                        k=1 

λ0,=…, X0=…; λ1,=…, X1=…; e=… . 

 

X= C[0,1];    (Ax)(t) = 
1

0

)( dsssx  

 

№4 Какие из операторов A : X→Y  линейны?   Укажите номера. 

 

1. 
2

121

2 2),(),,0[, xxxAYRX   

2. ];1,0[],1,0[1 CYCX  )('cos))(( 2txttAx   

3.  45)(,  xxfRYX  

4.  

1

0

4 )())((],1,0[ dssxsttAxCYX  

 

№5 A : X→Y – л.о. Уравнение Ax=y не может иметь более одного решения  (да/нет)? 

Разрешимо для уY (да/нет)? 

 

1) )1()1())((];1,0[ 2 xttAxCYX   

2) X=Y=C[0,1]; (Ax)(t)=  

1

0

2 )()(
7

2
dssxsttx  
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1.7. Пример исследования уравнения в пространстве C[a;b]. 

 

  

.
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63
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..]1,0[),)(()(5))((

:)2
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,]1,0[,)())((

:)1

1

0

63

CYXположитьможното

операторовогоинтегральни

ноготождественклttKxtxtAx

АоператорЗададим

yKxxвидприметуравнение

тогдаtdssxsttKx

формевекторнойвуравнениеЗапишем
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tCtKxCtx

ttKxtxtAx
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:).3
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2. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА (т.п.) 

И НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (н.о.) 

2.1. Понятия и определения 

Рассмотрим базовые понятия раздела. Все понятия раздела представлены в таблице 

ниже: 

Имя понятия, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

Категория топологических про-

странств (т.п.) и непрерывных 

отображений (н.о.), T 

 Категория T, для которой: 

 ObT состоит из всех т.п., 

 T(X,Y) состоит из всех н.о. A:XY, 

 ComT = ComST(X,Y)  T(Y,Z) (т.е. композиции и еди-

ницы в T и S совпадают) 

X  ObT , топология в Х,   Подмножество   (X) с признаками: 

  1 {, X}    

  2 u, v      u  v   

  3 s         u       

                        us 

Топологическое пространство 

(т.п.), Х ObS 

 Упорядоченная пара <X, >, где  – топология во 

множестве  Х 

 Открытое множество  в тополо-

гическом пространстве 

 Элемент топологии  

X  ObT, xX , 

окрестность точки x, ux 

 Открытое м. ux, содержащее точку х  

 (т.е. x ux  ) 

   Непрерывное о.,  

<X, X>, <Y, Y>  ObT 

 A T(X,Y) 

Отображение A:XY со свойством  

(x  X, uAx   Y )  vx  X  A(vx)  uAx 

Гомеоморфизм Изоморфизм в категории T 

Базис окрестностей в Х,    

O = {OxxX} 

Подмножество O = {OxxX}(X) 

1. xX Ox(X), Ox; 

2. uOx  xu  (u = ux); 

3. u,vOx  uv  w  Ox; 

4. yuOx  vOyv  u 

XObS , топология в X, порож-

денная базисом окрестностей, O 

Топология O = {u(X)xu  uvxOx} 

XObT YX,  

замкнутое множество 

Подмножество YX замкнуто, если X\Y – открыто 

XObT, YX, xX, внутренняя 

точка множества Y 

Элемент м. xYu: xu  Y 

XObT, YX, xX, внешняя 

точка множества Y 

Элемент м. xX, являющийся внутренней точкой для 

X\Y 

XObT, YX, xX, граничная  

точка множества Y 

Элемент м. xX, не являющийся ни внутренней, ни 

внешней точкой м. Y 
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Имя понятия, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

XObT, YX, xX, предельная  

точка множества Y 

Элемент м. xXxu  Y{u \ {x}} 

XObT, YX, xX, точка при-

косновения  множества Y 

Элемент м. xX xu  Yu   

Внутренность м. Y, intY Подмн-во в Х всех внутренних точек м. Y 

Замыкание м. Y, clY Подмножество в Х всех точек прикосновения м. Y 

Граница м. Y, Y Подмн-во в Х всех граничных точек м. Y 

Хаусдорфово (отделимое) т.п. Т.п., в котором  две различные точки имеют непере-

секающиеся окрестности 

Компактное множество Y Подмножество YX 

(Y  u  u )  Y u(k) , kNm 

(из  открытого покрытия можно выбрать конечное 

подпокрытие) 

Относительная топология, Y в Y Топология Y = {u Yu} 

Топологическое подпростран-

ство в <X, > 

Т. п. <Y, Y>, где Y – относительная топология 

 

2.2. Основные утверждения и теоремы раздела 

УТВ Т-1. Пусть <X, > – т.п.; YX. Тогда   Y открыто   т. Y – внутренняя. 

УТВ Т-2. {OxxX}- базис окрестностей в Х  <X, O> – т.п. 

УТВ Т-3. Свойства замкнутых множеств в т.п. <X, >.  и Х замкнуты; конечные объеди-

нения и любые пересечения замкнутых м. замкнуты. 

УТВ Т-4. Свойства clY.  Y  clY;  clY замкнуто;   clY – пересечение всех замкнутых м., со-

держащих Y;   clY – наименьшее замкнутое м., содержащее Y. 

УТВ Т-5. Свойства intY. intYY;    intY открыто;   intY – объединение всех открытых м., со-

держащихся в Y;   intY – наибольшее открытое м., содержащееся в Y. 

УТВ Т-6. Свойства Y.   Y – замкнутое м.;   Y = clY \ intY. 

УТВ Т-7. Свойства компактных м.  Замкнутое подмножество компакного м. компактно;   

компактное подмножество хаусдорфова т.п. замкнуто. 

УТВ Т-8. Y<X, >  <Y, Y> – т.п. 

УТВ Т-9. Свойства непрерывных о. Отображение непрерывно  прообраз  открытого м. 

открыт  прообраз  замкнутого м. замкнут;   непрерывный образ компактного м. компак-

тен. 
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2.3. Типовые задачи по разделу 

1) Определить, является ли данная точка х в данном топологическом пространстве  <X, > по 

отношению к данному подмножеству YX внутренней? внешней? граничной? предельной? 

точкой прикосновения? 

2) Y<X, >. Определить свойства множества:   

       Y открыто? замкнуто? компактно? clY = ? intY = ? Y = ? 

3) Доказать утверждение. 

 

2.4. Примеры решения задач 

2.4.1. <X, > = <R2, O>, Y = (1,2](3,5), x = <2, 4>.  

Определить, является ли данная точка х в данном т.п. <X, > по отношению к данному под-

множеству YX внутренней? внешней? граничной? предельной? точкой прикосновения? 

Решение.  

В любой окрестности точки <2, 4> есть как точки м. Y, так и точки м. X\Y. Следователно, <2, 

4> не является внутренней, внешней, а является граничной точкой. xuO  Y{u \ 

{x}}  <2, 4> – предельная точка. xuO  Yu   <2, 4> – точка прикосновения 

(рис. 2.1) 

 

рис. 2.1. 

  

2.4.2. <X, > = <R, O>, Y = [1, 2).  

Определитьсвойства множества:   

Y открыто? замкнуто? компактно? clY = ?  intY = ? Y = ? 

Решение   

Y не является открытым, т.к. точка 1 не является внутренней. X\Y = (-, 1)[2, +) – также 

не является открытым, т.к. точка 2 – не внутренняя  Y не является замкнутым.  
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Y = [1, 2) не    является компактным, т.к. [1, 2)  














1

1
2;0

n n
 и из этого открытого покрытия 

нельзя выделить  конечное подпокрытие.  cl[1, 2) = [1, 2],  int[1, 2) = (1, 2),   

[1, 2) = {1; 2}. 

2.4.2.1.  Доказать теорему УТВ Т-1:   

Пусть <X, > – т.п.; YX. Тогда  Y открыто   т. Y – внутренняя. 

Доказательство: 

  ? Y открыто (определение открытого м. в т.п.)Y =(определение окрестности)   

uy =Y – окрестность  т. yY =(YY) yuyY =(определение внутренней точки)  y – 

внутренняя т. Y. 

 ? yY y – внутренняя т. Y =(определение внутренней т.) yY  uy  yuyY 

=(определения  и )  Y

Yy

uy 


 (1).  С другой стороны, т.к. yuy , y

Yy

uY 


   (2) 

=(определение равенства множеств) из (1) и (2) следует Y

Yy

uy 


  , как объединение от-

крытых множеств. 

2.4.2.2. Доказать свойство множества граничных точек:  Y = clY \ intY. 

Доказательство.  

xY (определение границы) х – граничная точка Y (определение граничной т.) х – 

не внутренняя т Y & х – не внешняя т. Y (определение внешней т. Y) х – не внутренняя т 

Y &  окрестности ux   ux  X \ Y (определение дополнения м.) х – не внутренняя т Y 

&  окрестности ux   ux Y (определение т. прикосновения) х – не внутренняя т Y 

& х – т. прикосновения м. Y (определения внутренности intY и замыкания clY) xintY & 

xclY (определение разности м.) xclY \ intY (определение = множеств) Y = clY \ 

intY. 
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2.5. Задачи для самостоятельной работы 

2.5.1.  Пусть <X, > – т.п.; YX. Доказать  утверждение. 

1)  Конечное объединение замкнутых м. замкнуто. 

2)  Композиция непрерывных отображений непрерывна. 

3) (BA)-1(w) =A-1(B-1(w)). 

4)  Y – замкнутое м. 

5)  intY = 
Yu

u
u




. 

6)  intY открыто. 

7)  intY  Y. 

8)  clY замкнуто. 

9)  Y  clY. 

10)  Любое пересечение замкнутых м. замкнуто. 

11) Замкнутое подмножество компактного множества компактно. 

12)  и X замкнуты 

 

2.5.2.  Пусть  X, – т.п.; Y X;  x  X. Определить, является ли точка  x по отноше-

нию к Y:  

1. внутренней.   2. внешней.   3. граничной    4. предельной    5. точкой прикос-

новения. 

1)  X = [-1, 6) R.  = x – относительная топология в X; Y = [0,3),  x = 6. 

2)  X = {1,2,3,4,5,6,7};  = ℘(Х);   Y = {3,4,7},  x = 1 

Ответы:  

1) х = 6 является точкой внутренней, предельной, точкой прикосновения Y; 

2) х=1 является внешней точкой Y. 

2.5.3. X, – т.п.; Y X;  Определить: Y – открыто?(да/нет) Y – замкнуто? (да/нет)  

Y – компактно?(да/нет) 

1)  X = C[0,1],  = 0  – топология окрестностей: x0∊X;  

Y ={x∊ Sp{x0}: x(t)=C∙x0, C∊[1;4]}  

2)  X = {1,2,3},  = {,X ,{2,3}}, Y = {2,3} 

Ответы: 

1) Y не открыто, замкнуто, компактно; 

2) Y открыто, не замкнуто, компактно. 
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2.5.4. 

 

 

X, – т.п.; Y X;  Найти  замыкание множества clY; определить  

внутренность множества intY; границу множества  Y.  

1)  X = {1,2,3,4,5};  = {,X ,{1,2,3}}, Y = {1,2,3,4} 

2)  X = C[0,1],  = 0, Y = {xX  0 < x(t)  1 t[0,1]} 

Ответы: 

1)  clY=X; intY=; Y=clY\intY=X; 

2)  clY= {xX  0 ≤ x(t)  1 t[0,1];  intY={xX  0 < x(t) < 1 t[0,1]; 

    Y={x∊X|  ∃t0∊[0;1]: x(t0)=0 ∨ x(t0)=1} 
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3. МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА (м.п.)  

И НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (н.о.) 

 

3.1. Понятия и определения 

Рассмотрим базовые понятия раздела. Все понятия раздела представлены в таблице ниже: 

Имя понятия, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

Категория метрических про-

странств (м.п.) и непрерывных 

отображений (н.о.), M 

 Категория M, для которой: 

 ObM состоит из всех м.п., 

 M(X,Y) состоит из всех н.о. A:XY, 

 ComM = ComSM(X,Y)  M(Y,Z) (т.е. композиции и 

единицы в M и S совпадают) 

 X  ObS , Х –  

метрическое пространство 

(м.п.) 

 Упорядоченная пара <X, d>, где d  – метрика во 

множестве Х 

 Метрика  Функция d : XX  [0, +) такая, что   

 x,y,z  X 

1 d(x,y) = 0  x = y 

2 d(x,y)  = d(y,x) 

3 d(x,y)    d(x,z) +  d(z,y) 

<X, d>  ObM,xn , x0  X  

сходящаяся последователь-

ность, xn  x0 

 Последовательность xn  называется сходящейся 

к х0 при  n  , если  d(xn , x0)  0  

 Фундаментальная 

последовательность 

 Последовательность xn   называется  

фундаментальной  при  n,m  , если   

d(xn , xm )  0  

 Полное метрической  

пространство 

 Метрическое пространство, в котором всякая  

фундаментальная последовательность сходится  

(к некоторому x0  X) 

Непрерывное ототбражение   

в м.п.,   

A  M(X,Y) 

Отображение A:XY со свойством:  

(x  X, xn  x)  Axn  Ax 

Шар (в м.п.), Bx,r Подмножество Bx,r = {yX d(x,y) < r}  X 

Топология окрестностей в м.п. 

X, O 

Топология O = {u  (X) x  u  u  Bx,r  

для некоторого r > 0 } 

Ограниченное множество  Подмножество YX шар Bx,r  Y 

<X, d> ObM, -сеть м. YX Подмножество QXyY xQ: d(x,y)< 

<X, d> ObM, вполне 

ограниченное множество YX 

Подмножество YX>0  конечная -сеть 

для множества Y 

плотное в X множество Y Множество Yплотно в Х, если clYX 

Сепарабельное м.п. М.п. <X, d> такое, что   счетное плотное  

в X множество 

Предкомпактное м. Подмножество YXиз  последовательности 
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Имя понятия, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

{xn}Y можно выделить сходящуюся подпоследо-

вательность 

Непрерывное отображение  

A:<X,dX><Y,dY> 

Отображение A xn  x  Axn  Ax 

Равномерно непрерывное на 

подмножестве YX отображе-

ние:  

A:<X,dX><Y,dY> 

Отображение A>0   >0  

(x1,x2Y, dX(x1, x2)<)  dY(Ax1,Ax2)< 

Изометрия  Отображение Ax1, x2  X 

dY(Ax1,Ax2) = dX(x1, x2) 

Ограниченное  отображение 

A:<X,dX><Y,dY> 

отображение  A: Х→Y   такое, что всякое ограни-

ченное множество М преводит в ограниченное 

А(М): 

XM – ограничено  YA(M) – ограничено 

Сжимающее отображение 

A:<X,dX><Y,dY> 

Отображение A: Х→Y такое, что  

: 01: dY(Ax1,Ax2)  dX(x1, x2)x1,x2 

C[a, b]  Y  

раностепенно непрерывное 

множество 

Подмножество YС[a, b] такое, что >0  

 =()>0: (xY, t1,t2  [a, b],t1-t2<    

x(t1) – x(t2)< ) 

 

3.2. Основные утверждения и теоремы раздела 

УТВ М-3.2.1. Шары в м.п. образуют базис окрестностей. 

Следствие 3.2.1.  

М.п. (с топологией окрестностей 0) является хаусдорфовым 

 топологическим пространством. 

УТВ М-3.2.2. Простейшие свойства сходящихся последовательностей. 

1) Сходящаяся последовательность фундаментальна. 

2) Сходящаяся последовательность ограничена. 

3) Сходящаяся последовательность не может сходиться более, чем к одной точке. 

4) Всякая подпоследовательность сходящейся к точке х последовательности сходится к той 

же самой точке х. 

УТВ М-3.2.3. Критерий точки прикосновения в м.п.: 

(х – точка прикосновения подмножества Y  <X, d>)   

(x = lim xk, {xk}Y). 

УТВ М-3.2.4. Критерий предельной точки в м.п.: 

(х – предельная точка подмножества Y  <X, d>)   

(x = lim xk, xk различны, {xk}Y). 
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УТВ М-3.2.5. Критерий замкнутости подмножества в м.п.: 

(<X, d>  Y – замкнуто)  

 (Y содержит все свои точки прикосновения, т.е. Yxk x  xY) 

УТВ М-3.2.6. Критерий компактности подмножества в м.п.: 

(<X, d>  Y – компактно)  (из любой последовательности {xk}  Y можно выделить под-

последовательность, сходящуюся к некоторой точке из Y) 

УТВ М-3.2.7. Критерий предкомпактности подмножества в полном м.п.: 

(в полном м.п. подмножество Y предкомпактно)  (Y вполне ограничено) 

УТВ М-3.2.8. Критерий непрерывности отображения в м.п.:  

(A:<X,dX>  <Y,dY> непрерывно)   A-1(0Y)  0X    

(xX,  -окрестности BAx,   -окрестность Bx, A(Bx,)  BAx,). 

Следствие 3.2.8  M(X,Y)  T(X,Y)  

УТВ М-3.2.9. Категория М является подкатегорией категории Т. 

УТВ М-3.2. 10. Свойства непрерывных отображений: 

1) Все свойства, которыми обладают непрерывные отображения  в т.п. выполняются  

и в метрическом пространстве. 

2) Если <X, dX> компактное м.п., то всякое н.о. A:<X,dX>  <Y,dY> равномерно непрерывно. 

УТВ М-3.2.11. <X,dX> – м.п.  функция  dX(.,y) непрерывна yX; аналогично dX(x,.) не-

прерывна xX. 

УТВ М-3.2.12. Теорема Арцела (критерий предкомпактности в С[a, b]): 

(C[a, b]  Y предкомпактно)  

 (Y ограничено & Y равностепенно непрерывно). 

Пример. C[a, b]  Y = {xC1[a, b]x= xsup + x'sup  M} – ограниченное в C1[a, b] 

подмножество равностепенно непрерывно. 

УТВ М-3.2.13. Принцип сжимающих отображений:  

в полном м.п. <X, dX> всякое сжимающее отображение A:XX имеет единственную непо-

движную точку (Ax=x), к которой сходятся последовательные приближения xn = Axn-1, 

n=0,1,2,... при любом х0  X. 
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3.3. Типовые задачи по разделу 

1) Дано множество YX,  x0∊X.  Определить, является ли данная точка х0 в данном м.п. <X, 

dX> по отношению к данному подмножеству Y внутренней? внешней? граничной? предель-

ной? точкой прикосновения? 

2) Y<X, dX>. Определить: Y открыто? замкнуто? компактно? предкомпактно? ограничено? 

вполне ограничено? сепарабельно? 

 clY = ? intY = ? Y = ? 

3) Исследовать сходимость данной последовательности в данном м.п. 

4) Определить, является  ли отображение сжимающим и вэтом случае найти неподвижную 

точку. 

5) доказать утверждение. 

 

3.4. Примеры решения задач 

3.4.1.  Дано множество Y = (2, 3)  {1/k}kN  X , X=R.  Определить, является ли данная точ-

ка х = 0 в данном метрическом пространстве    <X, dX> = <R, dR(x1, x2) = x1 – x2> по отно-

шению к данному подмножеству Y   внутренней? внешней? граничной? предельной? точкой 

прикосновения? 

Решение.  

Любая окрестность  B0,r содержит как точки, не принадлежащие Y (например, достаточно 

малые по модулю отрицательные числа), так и точки, принадлежащие Y (последователь-

ность 1/k  0), поэтому точка 0 не является ни внутренней, ни внешней, т.е. является гра-

ничной. Точка 0 = lim xk = lim 1/k, {xk} Y & xk различны, поэтому, по критерию  УТВ М-4, 

точка 0 является предельной, а следовательно, по критерию УТВ М-3, и точкой прикоснове-

ния. 

3.4.2. Определить свойства множества:  

Y= (2, 3)  {1/k}kN R;  <X, dX>=<R, dR(x1,x2)>.  

Определить: Y открыто? замкнуто? компактно? предкомпактно? ограничено? вполне огра-

ничено? сепарабельно? clY = ? intY = ? Y=? 

Решение.  

Множество  Y не является открытым, т.к. у него есть точки ({1/k}kN), не являющиеся 

внутренними. 
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Множество Y не является замкнутым, т.к. точка 2 является предельной точкой Y, но не при-

надлежит Y, а согласно критерию замкнутости (УТВ М-5), замкнутое множество содержит 

все свои точки прикосновения, в частности, все свои предельные точки.  

Множество  Y ограничено: B0,3  Y. 

Множество  Y предкомпактно, т.к. всякая последовательность его точек является ограни-

ченной, и поэтому, в силу известного из математического анализа   принципа компактности, 

содержит сходящуюся подпоследовательность. 

Множество Y вполне ограничено, т.к. <R, dR(x1,x2)> полно, а следовательно (УТВ М-7) пол-

ная ограниченность эквивалентна предкомпактности. 

Множество  Y не компактно, т.к. не замкнуто (см. УТВ Т-9). 

Множество  Y сепарабельно, т.к. м. рациональных чисел Q счетно и плотно в Y. 

clY = [2, 3]  {1/k}kN  {0} (УТВ Т-4). intY = (2, 3) (по определению внутренности). Y = 

{2}{3}{1/k}kN {0} (Y = clY \ intY). 

 

3.4.3. Исследовать сходимость последовательности 

Рассмотрим последовательность: 

 x1 = {1, 0, 0,....}, x2 = { ,
2

1
,
2

1
 0, 0,...},     x3 = { ,

3

1
,
3

1
,
3

1
 0, 0, ...}, ....  

Определить, сходится ли последовательность {xn} к точке  = {0, 0, 0, ...}  

в метрическом пространстве  l2 ?  

в метрическом пространстве  l ? 

Решение.  

d2(x
k, ) = (  



 


1 1

2

1

2

1
2

1)
1

()0(
i

k

i

k

i
k

x   xk не сходится к  в l2. 

dsup(x
k, ) = sup{xi

k – 0: iN} = 
k

1
  0 (k)  xk сходится к  в l. 
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3.4.4. Определить, является ли отображение сжимающим. 
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3.4.5. Пример решения варианта контрольной работы. 

1) Проверить, является ли предложенная функция  )()(sup),(
]1,0[

tytxyxd
t




 метрикой в 

пространстве ]2,0[CX  . 

Решение. 

Для решения необходимо проверить аксиомы метрики: 









)()(]2,1(прино),()(]1,0[

0|)()(|]1,0[0|)()(|sup0),(

,,0),(

]1,0[

tytxttytxt

tytxttytxyxd

Xyxyxd

t

 

Первая аксиома метрики не выполняется ⇒ функция d(x;y) не является метрикой. 

 

2) Пусть dRY , . Проверить, является ли множество 
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Решение. 
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Ответ.  

Y – открытое, ограниченное, вполне ограниченное, предкомпактное, сепарабельное мно-

жеств,  не является замкнутым и компактным. 

 

3)  Пусть Y – множество из условий задачи  2), 0x  – заданная точка. Ответить на вопросы: 

является ли точка 0x  по отношению к Y  внутренней?  внешней?  граничной? предельной?  

точкой прикосновения? 

3.1.  0x  = 0.                                                 3.2.  0x   = 0,75. 

Решение. 

Исходя из определения характеристик точек, получаем ответ:  

ния.прикоснове точкаипредельная,внутренняя75,0

ния;прикоснове точкаипредельнаяграничная,0

0

0





х

x
 

 

4) Даны две функции 1x (t), 2x (t). В каком из пространств  

С[0, b], 1L  [ 0, b], 2L [0, b] расстояние d( 1x , 2x ) является наименьшим и наибольшим? 

b = 2, 1x (t) =cost + t2, 2x (t) = cos t. 

Решение. 

.4,6

.2,3168,0108,0;43

.108,0|)()(|),(];2,0[)3

;
3

8|)()(|),(];2,0[)2

;4||sup|)()(|sup),(];2,0[)1

10
64

9
64

3
8

2

0

4
2

0

2

2122

2

0

2

0

2

2111

2

]2,0[
21

]2,0[













 

dttdttxtxyxdLX

dttdttxtxyxdLX

ttxtxyxdCX

 

Ответ. Наименьшее расстояние в L2[0;2];  наибольшее в С[0;2]. 

 

5) Определить, является ли оператор YXA :  непрерывным: 

    

1

0

)(cossin],1,0[ dssxsttAxCYX   

Решение. 

 

).,(

),:( еслим,непрерывныназывается:Оператор

0

01








nYAxAx

nXxxxYXА

n

nnn
 

.|)(),(:Доказать

);(,),(:Дано

0

0









AxAxd

Nnxxd

nY

nX
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AxAxdt
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Ответ. Оператор А непрерывен. 

 

6) Определить с помощью критерия Арцела, является ли множество М в пространстве C[0, 1] 

предкомпактным, если }),sin()({ NnnttxМ n  . 

Решение. 

Критерий  Арцела (УТВ М-3.2.12.).  

Множество М предкомпактно в C[a;b],если  М  ограничено  и равностепенно непрерывно. 

  

.ограничено1|)(|sup

:остьОграниченн

,sin

]1,0[

Мtx

NnnttxM

n

n





 

.|
2

)(
cos|

2

||
2)||,(sin

|
2

)(
cos

2

)(
sin2||sinsin||)()(|

);(,|)()(|||:]1,0[,

:стьнепрерывноннаяРавностепе

2121

2121
2121

212121

n
n

ttnttn

ttnttn
ntnttxtx

txtxtttt

nn

nn























 

Так как 𝛿 зависит не только от 𝜀, но и от n, это говорит о том, что множество М не являет-

ся равностепенно непрерывным. 

Ответ: М не является предкомпактным множеством.  

 

7) Определить,  является ли отображение YXA :  сжимающим, если является, то   

найти неподвижную точку. 

   .)(cossin],1,0[

1

0

  dssxsttAxCYX   

Решение. 

7.1. Проверим, является ли отображение А сжимающим. 
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     .,sin
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,|cos|sin,cossin
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Переходя к sup по t∊[0;1], получим 

        1
2

;,
2

,,|sin|sup
2

,
]1;0[


 







yxdAyAxdyxdtAyAxd
t

. 

Таким образом,  отображение А является сжимающим. 

7.2. Найдем неподвижную точку. 

  

 .линейныйоператоркак так,

0cossin1cossin

1)(поэтомуо,произвольнвыбирается)(
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01

1
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00
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Yхnn

nn

ААAxx

AxxdsstdssttAx

txtx

XxAxx


















 

Таким образом, неподвижная точка   xн=𝛳. 

 

3.4.6. Доказать утверждение. 

1) Пусть <X, d> – м.п. Доказать, что сходящаяся последовательность фундаментальна. 

Доказательство.  

 xn  x (опр. сходящейся последовательности) d(xn, x)0 (n) =(3 аксиомы метрики и 

сумма б/м есть б/м) 0  d(xn , xm)  d(xn, x) + d(xm, x)  0 (n,m) =(лемма о зажатой по-

следовательности) d(xn , xm) 0 (n,m) (опр. фундаментальной 

последовательности) {xn} фундаментальна. 

  

2) Доказать критерий замкнутости множества. 

<X, d>  Y – замкнуто  Y содержит все свои точки прикосновения, т.е. Yxk x  xY. 

Доказательство. X  Y – замкнуто (теорема из т.п.) Y = clY (YclY Y и опр. = м.) 

clYY (опр. ) (xclY  xY) (критерий т. прикосновения) (Yxkx  xY). 
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3.5. Задачи для самостоятельной работы 

Пусть <X, d> – метрическое пространство. Доказать утверждения. 

1) Сходящаяся последовательность ограничена. 

2) Критерий внутренней точки. 

3) Критерий точки прикосновения. 

4) Критерий граничной точки. 

5) Сходящаяся последовательность не может сходиться более чем к одной точке. 

6) Критерий замкнутости множества. 

7) Композиция непрерывных отображений непрерывна. 

8) <X,dX> – м.п.  функция dX(.,y) непрерывна yX; аналогично dX(x,.) непрерывна 

xX. 

9) Шар B,R в метрическом пространстве  C1[a,b] является предкомпактным подмножеством 

в н.п. C[a,b]. 

10) Пусть функция k(t,s):[0,1]2R  непрерывна, тогда линейный оператор  

]1,0[]1,0[:)(),())((

1

0

CCdssxstktAx    

является сжимающим отображением при достаточно малом . 

11) Критерий предельной точки. 

12)  Шары в м.п. образуют базис окрестностей. 

13)  Тождественное отображение непрерывно. 
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3.6. Варианты заданий контрольной работы 

 

ВАРИАНТ № 1 

1 Проверить, является ли предложенная функция  

  dttytxtyxd
t

 


1

0
]1,0[

]1;0[ )()(sup),(   метрикой в пространстве ]2,0[1LX  . 

2 
Пусть dRY , . Проверить, является ли множество 

21 235)(],35,8[ xxxfгдеfY  
, открытым,  замкнутым, ограниченным, 

вполне ограниченным, предкомпактным,  компактным, сепарабельным.  

3 Пусть Y – множество из условий задачи 2, х0 – заданная точка. Ответить на вопро-

сы: является ли точка 0x  по отношению к Y внутренней? внешней?  граничной? 

предельной? точкой прикосновения? 

               3.1.  х0  =  1.                                                 3.2.  х0  = -1. 

4 Даны две функции x1, x2. В каком из пространств С[0, b],  L1[ 0, b],  L2[0, b] рас-

стояние d(x1, x2) является наименьшим? наибольшим? 

  b = 3, 1x (t) =sin 𝜋t +𝜒[0,2] (t), 2x (t) = sin 𝜋t. 

5 Определить, является ли оператор YXA :  непрерывным. 

            

1

0

42 )(],1,0[ dssxsttAxCYX . 

6 Определить с помощью критерия Арцела, является ли множество М в простран-

стве C[0, 1] предкомпактным, если }]10,0[),sin()({  NnnttxМ n . 

7 Определить,  является ли отображение YXA :  сжимающим, если да – найти не-

подвижную точку,     

1

0

42 )(],1,0[ dssxsttAxCYX . 

 

Ответы к варианту 1: 

1) не является метрикой; 

2) множество Y=[-7; -2]⋃[0; 5],  Y – множество замкнутое, ограниченное, вполне ограничен-

ное, компактное, сепарабельное. 

3) х0=0 – точка граничная, предельная и точка прикосновения; 

х0=-1 – внешняя точка; 

4) наибольшее расстояние в L1[0;3]; наименьшее в C[0;3]; 

5) A-непрерывный оператор; 



43 

6) множество М предкомпактно; 

7) отображение сжимающее с 𝜇=0,5; неподвижная точка х0=𝛳. 

 

ВАРИАНТ №2 

1 
Проверить, является ли предложенная функция  





1

1

)()(4),( dttytxyxd  метри-

кой в пространстве ]1,1[ CX . 

2 
Пусть dRY , . Проверить, является ли множество  







 




 n

n
Y

n

1
,1

1

  от-

крытым,  замкнутым, ограниченным, вполне ограниченным, предкомпактным,  ком-

пактным, сепарабельным.  

3 Пусть Y – множество из условий задачи 2, х0 – заданная точка. Ответить на вопросы:  

является ли точка 0x  по отношению    к   Y  внутренней?  внешней?  граничной? пре-

дельной?   точкой прикосновения? 

               3.1.  х0  =  1.                                                 3.2.  х0  = – 0,5. 

4 Даны две функции x1, x2. В каком из пространств С[0, b],  L1[ 0, b],  L2[0, b] рас-

стояние d(x1, x2) является наименьшим? наибольшим? 

  b = 3, x1(t) =ln(t+1) + t3, x2(t) = ln(t+1). 

 

5 Определить, является ли оператор YXA :  непрерывным. 

           .)(],1,0[

1

0

3

 dssxsttAxCYX  

6 Определить с помощью критерия Арцела, является ли множество М в простран-

стве C[0, 1] предкомпактным, если   },)({
2

NnttxМ   . 

7 Определить,  является ли отображение YXA :  сжимающим, если да – найти не-

подвижную точку. 

   .)(],1,0[

1

0

24

 dssxsttAxCYX  
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ВАРИАНТ №3 

1 Проверить, является ли предложенная функция  )(3)(2sup),(
]2,0[

tytxyxd
t




 

метрикой в пространстве ]2;0[CX  . 

2 
Пусть dRY , . Проверить, является ли множество Y – множество иррацио-

нальных  чисел отрезка [0, 1]  открытым,  замкнутым, ограниченным, вполне ограни-

ченным, предкомпактным, компактным, сепарабельным. 

3 Пусть Y – множество из условий задачи 2, х0 – заданная точка. Ответить на вопросы:  

является ли точка 0x  по отношению    к   Y  внутренней?  внешней?  граничной? пре-

дельной?   точкой прикосновения? 

               3.1.  х0  =  1.                                                 3.2.  х0  = sin2. 

4 Даны две функции x1, x2. В каком из пространств С[0, b],  L1[ 0, b],  L2[0, b] рас-

стояние d(x1, x2) является наименьшим? Наибольшим? 

 

  b = 2 , x1(t) = t4 +et,   x2(t) =t4 . 

 

5 Определить, является ли оператор YXA :  непрерывным. 

            .)()5(],1,0[

1

0

4

  dssxsttAxCYX  

6 Определить с помощью критерия Арцела, является ли множество М в простран-

стве C[0, 1] предкомпактным, если }),cos()({ NnnttxМ n  . 

7 Определить,  является ли отображение YXA :  сжимающим, если да – найти не-

подвижную точку. 

   ).5,0(
4

3
],1,0[ 4xttAxСYX   
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ВАРИАНТ № 4 

1 Проверить, является ли предложенная функция  )0()0(),( yxyxd   метрикой 

в пространстве ]1;0[CX  . 

2 
Пусть dRY , . Проверить, является ли множество 



 1

2 }1{)]1,1([ nnQY  открытым,  замкнутым, ограниченным, вполне ограни-

ченным, предкомпактным, компактным, сепарабельным. 

3 Пусть Y – множество из условий задачи 2, х0 – заданная точка. Ответить на вопросы:  

является ли точка 0x  по отношению    к   Y  внутренней?  внешней?  граничной? пре-

дельной?   точкой прикосновения? 

               3.1.  х0  =  0.                                                 3.2.  х0  = 2. 

4 Даны две функции x1, x2. В каком из пространств С[0, b],  L1[ 0, b],  L2[0, b] рас-

стояние d(x1, x2) является наименьшим? Наибольшим? 

  b = 2, x1(t) = sint + t2, x2(t) =  sint. 

5 Определить, является ли оператор YXA :  непрерывным. 

            ).0(
4

3
],1,0[ 4 xttAxСYX   

6 Определить с помощью критерия Арцела, является ли множество М в простран-

стве C[0, 1] предкомпактным, если },)({ RetxМ t   

 . 

7 Определить,  является ли отображение YXA :  сжимающим, если да – найти не-

подвижную точку. 

    .)(],1,0[

1

0

27

 dssxsttAxCYX  
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ВАРИАНТ № 5 

1 Проверить, является ли предложенная функция  kk
k

yxyxd 
 10,1

sup),(  метрикой 

в пространстве  X . 

2 
Пусть dRY , . Проверить, является ли множество   QY  4,3   ,  где Q – 

множество рациональных чисел отрезка [0, 2], открытым, замкнутым, ограниченным, 

вполне ограниченным, предкомпактным, компактным, сепарабельным. 

3 Пусть Y – множество из условий задачи 2, х0 – заданная точка. Ответить на вопросы:  

является ли точка 0x  по отношению к Y внутренней? внешней? граничной? предель-

ной? точкой прикосновения? 

               3.1.  х0  =  0,5.                                                 3.2.  х0  = е. 

4 Даны две функции x1, x2. В каком из пространств С[0, b],  L1[ 0, b],  L2[0, b] рас-

стояние d(x1, x2) является наименьшим? Наибольшим? 

  b=3, x1(t) = t10 – t, x2(t) = – t. 

 

5 Определить, является ли оператор YXA :  непрерывным. 

            ).()2(],1,0[ 2 txtttAxСYX   

6 Определить с помощью критерия Арцела, является ли множество М в простран-

стве C[0, 1] предкомпактным, если ]}4,2[),sin()({   ttxМ . 

7 Определить,  является ли отображение YXA :  сжимающим, если да – найти не-

подвижную точку. 

    .)(],1,0[

1

0

5

  dssxsttAxCYX  
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4. НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА  

И ЛИНЕЙНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

 

4.1. Понятия и определения 

Базовые понятия раздела представлены в таблице: 

Понятие, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

Категория N нормированных 

пространств (н.п.) и линей-

ных непрерывных отобра-

жений (л.н.о.), N 

 Категория N, для которой: 

 ObN состоит из всех н.п., 

 N(X,Y) состоит из всех л.н.о. A:XY, 

 ComN = ComSN(X,Y)  N(Y,Z) (т.е. композиции и еди-

ницы в N и S совпадают) 

X  ObL, нормированное 

пространство (н.п.), Х 

 Упорядоченная пара <X,  .  >, где  .   – норма в 

л.п. Х 

Норма,  .  Функция  . : X  [0, +)  x,y X,   R (C) 

  1  x  = 0  x =  

  2  x  =   x  

  3  x + y    x  +  y   

Метрика в н.п. Метрика   d(x,y) =  x – y  

Банахово пространство (б.п.) Полное н.п. 

Локально компактное н.п. Н.п.  ограниченное подмножество в Х предком-

пактно 

Непрерывное л.о. в н.п.,  

A  N(X,Y) 

Отображение A:XY с 2 признаками:  

1 А непрерывно, 2 А линейно. 

Линейный ограниченный 

оператор (л.о.о.) A:XY 

Отображение A:XY с 2 признаками: 

1 Q ограниченно  A(Q) ограниченно,  

2 А линейно. 

Норма н.л.о. Норма A= наименьший элемент числового м. 

{MRAx МxxX} 

Линейный непрерывный 

функционал (л.н.ф.) 

Непрерывный линейный оператор F:XP, где P – 

поле вещественных или комплексных чисел 

Пространство линейных не-

прерывных операторов 

(л.н.о.), N(X,Y) 

Нормированное п. <N(X,Y), .>, где . – норма 

л.н.о. 

Пространство X*, сопряжен-

ное к н.п. X 

Нормированное пространство л.н.ф., определенных 

на X, т.е. X* = N(X, P) 

Подпространство (п/п)       в 

н.п. Х 

Линейное п/п в Х, с той же нормой  . Х 

<X,.X>,<Y,.Y>ObN, 

компактный оператор,  

K:XY 

Оператор K:XYXQ – ограничено  YA(Q) – 

предкомпактно 

<X,  . Х>  ObN , ряд в н.п 

Х, xn 

Упорядоченная пара <xn, sn> последовательностей в 

н.п.X sn = x1 + x2 + .. + xn nN 
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Понятие, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

Сходящийся ряд в н.п. Ряд xn {sn} сходится 

Абсолютно сходящийся ряд 

в н.п. 

Ряд xn xnХ сходится 

Регулярное значение опера-

тора  А 

Комплексное число  такое, что I-A – изоморфизм 

в категории N 

Резольвентное множество 

оператора  A, (A) 

Множество  регулярных значений 

Резольвента л.н.о., R(A) Л.н.о. R(A) = (I – A)-1  N(X) 

Спектр А, (A) М. (A) = С \ (A) 

Отношение эквивалентности норм:   .    .  

 c1, с2 > 0 .   c1 .  &  .   c2 .  

 

4.2. Основные утверждения и теоремы раздела 

УТВ Н-1. Неравенства Гельдера и Минковского. 

(p,q > 1 & 1/p + 1/q = 1  p + q = pq  p = (p-1)q)  xy1  xp yq. 

(p1)  x + yp  xp + yp. 

УТВ Н-2. Согласованность линейной и метрической структуры в н.п. 

Алгебраические операции в н.п. непрерывны:  

(xn  x, yn  y, n  )  xn + yn  x + y & nxn  x. 

Норма непрерывна: xn  x  xn  x.    Шар Bx,r = x + rB,1. 

УТВ Н-3. Критерии банаховости нормированного пространства. 

<X,  . Х> банахово  (X – замкнутое п/п в б.п. <Y,  . X>)   

( абсолютно сходящийся ряд в Х сходится). 

УТВ Н-4. <B(T),  . sup> – банахово п. 

Следствия:  

Н-4.1. l – б.п.;  

Н-4.2. T – компакт  <С(T),  . sup> – б.п.;  

Н-4.3. C[a, b] – сепарабельное, б/м б.п. 

УТВ Н-5. Лемма Рисса о почти перпендикуляре.  

(X н.п., X  Y – замкнутое п/п в Х, >0) 

(pXp = 1 & dist(p,Y)  1 – ). 

УТВ Н-6. Свойства к/м н.п.  

- в к/м н.п.  две нормы эквивалентны;  

- сходимость по любой норме – покоординатная сходимость (в любом базисе); 

- к/м н.п. полно и сепарабельно;  

- к/м п/п в н.п. всегда замкнуто;  

- критерий конечномерности – локальная компактность;  

- любой л.о. в к/м н.п. непрерывен; 

 – к/м н.п. одинаковой размерности изоморфны в категории N. 

УТВ Н-7. Свойства N(X, Y). 

УТВ Н-7.1. Критерии непрерывности л.о. A:<X,  . Х>  <Y,  . Y>: 
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(A непрерывен)(A непрерывен в т. )(А ограничен) 

(M  0AxY  МxX xX) 

Н-7.2. Формулы для вычисления нормы л.н.о. AN(X,Y): 

A = sup{AxY:xX  1} = sup{AxY:xX = 1} = sup








x
x

Ax Y ,
||||

||||
. 

Следствие. N(X,Y)  ObN. 

УТВ Н-7.3. Y – б.п.  N(X,Y) – б.п. 

УТВ Н-7.4. Теорема о продолжении по непрерывности.  

(Х – н.п., Y – б.п., DA – н.п/п в X, A:DAXY – л.н.о.)  ( единственный л.н.о. 

A:DAXY, продолжающий А на замыкание DA (т.е.ADA = A) &  

A= A). 

УТВ Н-7.5. Теорема Банаха-Штейнгауза – критерий ограниченности в N(X,Y). 

(N(X – б.п., Y)  M – ограничено)  

 (xX числовое м. {AxY: AM} ограничено). 

УТВ Н-7.6. Теорема об открытом отображении.  

Пусть A N(X – б.п., Y – б.п.); тогда (А – открытое отображение (т.е. образ  открытого м. 

открыт))  А сюръективен. 

УТВ Н-7.7. Теорема Банаха об обратном операторе.  

(N(X – б.п., Y – б.п.)  A – биективен)  (A-1  N(Y – б.п., X – б.п.), т.е. А – изоморфизм в 

N). 

Следствия: 

УТВ  Н-7.7.1. Об эквивалентности норм. 

 (<X,  . > – б.п., <X,  . > – б.п. &  c>0 .   c . )   .    . . 

УТВ Н-7.7.2. Теорема о замкнутом графике. (X, Y – б.п., A:XY – л.о.)  (А непрерывен 

 график Gr(A) = {<x, Ax>: xX} – замкнутое л. п/п в б.п. <XY, <x,y>XY = xX + yY>). 

УТВ Н-8. Свойства произведения л.н.о. 

УТВ Н-8.1. A, B – л.н.о.  ВА – л.н.о. &  BA  B∙A. 

УТВ Н-8.2. AN(X)  An  N(X)  nN & An  An. 

УТВ Н-8.3. Умножение л.н.о. непрерывно:  

(An  A & Bn  B)  BnAn  BA. 

УТВ Н-8.4. Дистрибутивный закон для операторных рядов:  

(Ak, B, Ak  N(X))  BAk = BAk. 

УТВ Н-9. Теорема о ряде Неймана. 

(AN(X – б.п.) & A<1)  (ряд Неймана 


0k

kA  = (I-A)-1N(X) &  

(I-A)-1  
A1

1
). 

Следствия: 

Н-9.1. Ряд Неймана для резольвенты. 

(AN(X – б.п.) & A< )  (ряд Неймана 





0
1

k
k

kA


 = (I-A)-1N(X) &  

(I-A)-1  
A

1
). 
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Н-9.2. AN(X – б.п.)  спектр (A) ограничен: (А)  B,A C. 

УТВ Н-10. k(t,s):[a,b]2  P непрерывна  интегральный оператор 

],[,)(),())(( batdssxstktKx

b

a

    компактен в C[a,b]. 

Н-10. Формулы для вычисления норм. 

Формулы для вычисления норм векторов в нормированных пространствах указаны в таблице 

далее. 

 

Пространство Формула для вычисления нормы 

X=C(T) |)(|sup|||| sup txx
Tx

  

 TCX k    
 


k

n

n

Tt

txx
0

sup ||sup||||  

 TLX 1   
T

dttxx |||||| 1  

 

 TLX p  

 

 
p

T

p

p dttxx

1

|||||| 












   

1X  






1

1 ||||||
k

kxx  

 

pX   

p

k

p

kp xx

1

1

|||||| 







 





 

mX   ||sup||||
,1

sup k
k

xx


  

 

4.3. Типовые задачи по разделу 

1) Вычислить норму вектора x  <X,  . Х>. 

2) Доказать, что <X,  . Х>  ObN. 

3) Исследовать последовательность {xn}  <X,  . Х> на сходимость. 

4) Доказать, что  норминованное пространство <X,  . Х>  является банаховым. 

5) Доказать непрерывность линейного оператора в нормированном пространстве. 

6) Оценить (вычислить) норму линейного непрерывного оператора. 

7) Доказать непрерывность и оценить (вычислить) норму линейного непрерывного функцио-

нала. 
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8) Найти в простейших случаях спектр, резольвентное множество, резольвенту линейного 

непрерывного оператора. 

9) При > A разложить резольвенту в ряд Неймана. 

10) Исследовать методами функционального анализа операторное уравнение. 

10.1) Исследовать  интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода  

 (I – K)x = y в нормированном пространстве  <X,  . Х>. 

  

4.4. Примеры решения задач 

4.4.1. Вычислить норму вектора в нормированном пространстве 

4.4.1.1. Вычислить норму вектора x  <C2[0, 1],  . х>, x(t) = t3. 

Решение.  

xХ = xsup + x'sup + x''sup = sup {t3: t[0, 1]} + sup {3t2: t[0, 1]} + sup {6t: t[0, 1]} 

= 1 + 3 + 6 = 10. 

 

4.4.1.2. Вычислить норму вектора x  < ]1;0[2L ,  . Х>, x(t) = t3. 

Решение. 

7

1
||||||

1

0

6
1

0

23   dttdttx X
. 

 

4.4.1.3. Вычислить норму вектора x  < ]2;1[4 L ,  . Х>, x(t) = t3. 

Решение. 

4

13

4

2

1

13

4

2

1

12
4

2

1

43

13

12

13
||||||







t

dttdttx X . 

 

4.4.1.4. Вычислить норму вектора x  < 3 ,  . Х>, 
 

















1

12
n

n

n
i

x . 

Решение. 

33

3

1

3

1
33

3

1

3

13
7

2

8

1
1

1

8

1
8

2

1

2
|||| 



 














n
n

n
n

n
n

ni
x  
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4.4.2. Доказать, что  множество функций, непрерывных на отрезке [a; b] с sup-нормой, явля-

ется нормированным пространством:  <C[a, b],  . sup>  ObN. 

Решение.  

1)  C[a, b] – линейное пространство  относительно поточечных операций сложения и умно-

жения на числа. 

2)   ∙ sup – норма?  

Проверим аксиомы нормы:  

а) 00||||;0||||  xxx :   

  00||0||sup0|||| 


xtxTtxx
Tt

; 

б) |||||||||| xx    – проверить самостоятельно; 

в)  неравенство треугольника  

t[a, b] (x + y)(t) =(сложение поточечное)= x(t) + y(t)(неравенство треугольника для 

модуля) x(t) + y(t) (определение sup) xsup + ysup =(переходим в полученном не-

равенстве к sup) x + ysup  xsup + ysup.  

 

4.4.3. Исследовать на сходимость  последовательность.  

{xn} = {tn} <L1[0, 1],  . 1>    (к ). 

Решение.   

Рассмотрим норму разности n-го члена последовательности и предполагаемого предела: 

xn – 1 = xn1 =  





1

0

1

1

1

0

1

1 nn

t
dtt

n
n

  0 (n) =(определение сходящейся последова-

тельности) xn   в <L1[0, 1],  . 1>. 

 

4.4.4. Доказать, что <X,  . Х> = <C[a, b],  . sup> – б.п. 

Решение.  

C[a, b] – л.п/п в B[a, b] – б.п.(УТВ Н-4) =(критерий банаховости УТВ Н-3) (C[a, b] – б.п.  

C[a, b] – замкнутое л.п/п в б.п. B[a, b]).  

Осталось показать замкнутость C[a,b].  

Пусть C[a,b]  xn  x (определение сходимости) xn – xsup  0, т.е. последовательность 

xn равномерно на [a, b] сходится к x =(теорема из анализа) предельная функция х непре-

рывна, т.е. xC[a,b]. 
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4.4.5. Доказать действие оператора    Ax(t) = 
dt

dx
 : C1[a,b] C[a,b].  

Решение.  

x  C1[a,b] =(определение C1[a,b])   
dt

dx
tx '  C[a,b] =(определение оператора А) Ax = 

x'  C[a,b]. 

 

4.4.6. Доказать непрерывность л.о.  Aax(t) = a(t)∙x(t)   в н.п. C[a,b] (aC[a,b]). 

Решение.  

t[a,b] (Aax)(t) = a(t)x(t) (определение sup) asup xsup x C[a,b] =(переход к 

sup)sup{(Aax)(t):t[a,b]} = Aaxsup  asup xsup x C[a,b] (критерий непрерыности 

л.о. УТВ Н-7.1) Aa непрерывен. 

 

4.4.7. Оценить (вычислить) норму л.н.о. Aa. 

Решение.  

Выше получено неравенство Aaxsup  asup xsup x C[a,b] =(определение нормы опера-

тора) Aa  asup. В неравенство Aaxsup  Aa xsup (Aa – наименьшая константа, для 

которой это неравенство верно) подставим x0(t)  1 (x0sup = 1): 

 Aax0sup = ax0sup = asup  Aa 1  asup  Aa =(антисимметричность )  

Aa = asup. 

 

4.4.8. Доказать непрерывность и оценить (вычислить) норму линейного непрерывного функ-

ционала  Fx = x(0):C[0,1]  R. 

Решение.  

F – линейный функционал (см. модуль Л).  

Fx = x(0) sup{(x)(t): t[0,1]}= xsup x C[0,1] (критерий непрерыности л.о. УТВ Н-

7.1) F непрерывен (F (C[0,1])*) и в силу определения нормы линеного оператора F  

1. В неравенство Fx  F xsup (F – наименьшая константа, для которой это неравенство 

верно) подставим x0(t)  1 (x0sup = 1): Fx0 = x0(0) = 1  F  1  F 

=(антисимметричность ) F = 1. 

 

4.4.9. Найти в простейших случаях спектр, резольвентное м., резольвенту линейного непре-

рывного оператора: X = C(T), Aa  N(X), aX. 
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Решение.  

Рассмотрим уравнение x – Aax = y в пространстве C(T)  x – ax = y  ( – a)x = y  x = y 

/ ( – a) = (I – Aa)
-1y = R(Aa)y в том и только в том случае, когда a(T), т.е. когда значение 

 – a(t)  0 ни при каком tT  (Aa) = a(T), (Aa) = C \ (Aa), R(Aa) = A1/( – a). 

 

4.4.10. При> K разложить резольвенту в ряд Неймана.  

X=C[0,1],  

1

0

:)())(( XXdsstsxtKx  – интегральный оператор. 

Решение.  

Для представления ряда Неймана вычислим степени оператора K.  

(K2x)(t) = K[K(x)](t) =   

1

0

1

0

1

0

))(())(( dsdppspxtsdssKxts =(меняем порядок интегрирования)=

  

1

0

1

0

2

1

0

)(
3

1
)( dpptpxdssdpptpx  = 

3

1
(Kx)(t) t[0,1] =(равенство поточечное) K2 = 

3

1
K  K3 

= KK2 = K
3

1
K = 

3

1
K2 = 

23

1
K =(по индукции) 

 Kn = 
13

1
n

K.  

При > K = 

sup

1

0

 tsds  = 
2

t
sup = 

2

1
 резольвента разлагается в ряд Неймана: (I – K)-1 = 

 












 


1 1 3

11211
1

1
.

)(

11

)3(

111

3

11

k k
kkk

k
k

k

KIKI
K

I
K

I


 Заметим, что ре-

зольвента определена при   (A). 

 

4.4.11. Исследовать методами функционального анализа данное уравнение, например, 

интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода (I – K)x = y: 

3x(t) –  

1

0

]1.0,0[

2 ],1,0[),()( ttdssxts                             (1) 

в пространстве X = L4[0,1]. 

План исследования приведен ниже: 

1) Доказать действие оператора К:XX.      

2) Оценить норму K и доказать непрерывность о. К.    

3) Доказать компактность о. К.    
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4) Решая уравнение  (I – K)x = y, найти резольвентное м. (К) и вычислить резольвенту 

R(K); найти спектр (К).    

5) Решить уравнение (I – K)x = y при помощи резольвенты.   

6) Разложить резольвенту в ряд Неймана при > K.    

7) Найти приближенное решение уравнения (I – K)x = y, взяв 3 первых члена разложения 

резольвенты в ряд Неймана. 

Решение. 

1) Доказать действие оператора К:XX.    

Доказательство. xX  Kx = ca, где число c = 
1

0

2 )( dssxs , a(t) = t, t[0,1]  aX, так как 

a4 = 4

1

5


<  =(X – л.п.) Kx = caX. 

2) Оценить норму K и доказать непрерывность о. К.    

Доказательство. Kx4 = ca4 = ca4 = 
1

0

2 )( dssxs a4  
1

0

2 )( dssxs a4 = s2x(s)1 a4 

(неравенство Гельдера) s24/3 x4 a4 = 4

1

4

3

3

8

5)(

1

0



 dss  x4 = 0,2524 x4  Kx4  0,2524 

x4  оператор K непрерывен & K  0,2524. 

3) Доказать компактность о. К.  

Доказательство. X  D – ограничено =(критерии непрерывности УТВ Н-7.1) K(D) – огра-

ничено =(im K = Sp(a)) K(D) ограничено и K(D)  im K – конечномерное н.п. =(критерий 

локальной компактности н.п. УТВ Н-6) K(D) предкомпактно =(определение компактного 

оператора) K компактен. 

4) Решая уравнение  (I – K)x = y, найти резольвентное м. (К) и вычислить резольвенту 

R(K); найти спектр (К).           

Решим уравнение x(t) – 
1

0

2 )( dssxts  = y(t).      (2) 

При  = 0 в левой части уравнения (2) стоит функция ct, поэтому уравнение (2) не может 

иметь решение при y(t)  ct, следовательно, 0 = 0  (К). При   0 x(t) = tcty

11 )(  . 

Умножим это равенство на t2 и проинтегрируем по отрезку [0,1]: c =  4

1

0

21 )( cdttyt    



1

0

21
4
1 )()1( dssysc

   при   


1

0

2

)1(

1
4
1 )(

4

1 dssysс
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]1,0[))(()()()()(
)25.0(

11

1

0

2

)25.0(
11 

  ttKytydssytstytx
   Kyyx

)25.0(
11





 y 

 R(K) = (I – K)-1 = KI
)25.0(

11





 Резольвентное м. (К) = С\{0, 0.25}. Спектр (К) = {0, 

0.25}. 

5) Решить уравнение (I – K)x = y при помощи резольвенты.   

].1,0[,0000404.0)()()( ]1.0,0[3
1

1.0

0

2

)25.03(3
1

]1.0,0[3
1  

tttdsstttx   

6) Разложить резольвенту в ряд Неймана при > K.  

Находим степени   ,...2,1,
1

4
1 


kKK

kk . ряд Неймана:  

(I – K)-1 = 













 
1

)4(

111

1

1

4
11

1

1
1211 )(

kk

Kk

k

K
kkk

k

KIII


 при  > 0.2524.   

7) Найти приближенное решение уравнения (I – K)x = y, взяв 3 первых члена разложения 

резольвенты в ряд Неймана. 

Приближенное решение. 

x(t)  ].1,0[,0000401.0)()()( ]1.0,0[3
1

1.0

0

2

27
25.0

9
1

]1.0,0[3
1   tttdsstt   

4.4.12. Вычислить норму вектора. 

Пусть 3)( ttx  .   Вычислить норму  вектора х в пространствах  ],1,0[2С  ]2,0[2L . 

Решение. 

;10631|6|sup|3|sup||sup

|)(''|sup|)('|sup|)(|sup||||

];1,0[ .1.1

]1,0[

2

]1,0[

3

]1,0[

]1,0[]1,0[]1,0[

2







ttt

txtxtxx

CX

 

.
7

1
|||)(|||||];2,0[.2.1

2

0

23
2

0

2

22   dttdttxxLX  

4.4.13. Исследовать последовательность на сходимость.  

n

n ttx )( . Cходится ли 

1}{ nnx   к x0(t)0 в пространствах  X = ]1,0[],
3

2
,0[ 3LXC   ? 

Решение. 

 

 

.сходится:

.,0|0|sup||||

),0||(||),(;,0.1.2

3

2

];0[
0

003

2

3
2

Вывод

ntxx

nxxnxxCX

nn

n

nn
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сходится.не:

.,0
1

2
|0|||||

),0||(||),(];2;0[.2.2

2

0

1

0

003

Вывод

n
n

dttxx

nxxnxxLX

n
n

n

nn











 
 

4.4.14. Исследование свойств множества. 

Задано множество Х вещественных функций,  определенных на [a,  b],  
b

a

dttxx )( .  Явля-

ется ли  (Х,  ) – банаховым пространством, если Х – множество многочленов степени = 3? 

Решение. 

Для решения воспользуемся критерием банаховости УТВ._Н-3. 

.0;)(:степений-3многочлен)(

}{ельностьпоследоватсходящуюсявыберем

:вьзамкнутостПроверим

).мыинтегрируемногочленывсе(

|)(|||||нормойсб.п.],[Выберем

3

3

3

2

210

11







 

nnnnnnn

n

b

a

CtCtCtCCtxtx

Xx

YХ

YX

dttxxbaLY

 

 .;;;

:ельностей)последоватчисловыхсходимостьужеэто(

вмногочленоэтихутовкоэффициенсходимостинаэквивалентвмногочленоСходимость

?)(.многочлентоже)(

,0||||:],[,),()(

:сходитсяельностьпоследоватПусть

332211000

00

00







nприCCCCCCCCxx

Xtхtx

nxxYвепрвbatntxtx

nnnnn

nn

 

Возможно два исхода:  

вом.пространстбанаховымявляетсяневнезамкнуто

3степенимногочлен,0:}{

вопространстбанахово

взамкнуто0если

0033

03

XYX

XxхтоCCесли

X

YXXxС

nn









 

Так как ,0
1

:}{ 333  nnn Cи
n

СC то множество  Х не замкнуто  в Y, а значит,  Х не 

является банаховым пространством. 

 

4.4.15. Найти ядро, образ и норму оператора А 

       )1(
1

))((
2

2

x
t

t
tAx


  в пространстве ].1,0[C  

Решение. 
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4.1. Ядро линейного оператора ker A. 

 

  п/пр.лин.0)1(:)()ker(

0)1(]1,0[,0)1(
1

0

;0))((:]1,0[ker

2

2










xtxA

xtx
t

t
Ax

tAxCxA

 

 

4.2. Образ линейного оператора А. 

 

.
1

)(]1,0[,
1
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);)1(.обозн(]1,0[),()1(
1

;))(()(:]1,0[
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2

2
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t
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t

t
Cty

Cxttyx
t

t
yAx

tAxtyCyAim

 

 

4.3. Норма линейного оператора А. 

(*)5,0||||||||5,0||||

получимчасти,левойвtпоsupкПереходя

.||||5,0|)(|sup

|)1(|5,0|)1(|
1

sup|)1(|
1

)1(
1

|))((|модульОценим

.||||||||:0

]1,0[

2

2

]1,0[
2

2

2

2






















AxAx

xtx

xx
t

t
x

t

t
x

t

t
tAx

xMAxXxM

t

t

 

(**)5,0||||1||||5,0||||||||||||

тогда,1)(1||||5,0||||:

.||||||||||||то

ости,ограниченнконстантизнаименьшая|||||нормаПоскольку

.||||5,0||||

00

0000











AAxAAx

txxAxXx

xAAx

A

xAxXx

 

Из (*)  и (**)  следует, что  ||A||=0,5. 

 

4.4.16. Найти спектр, резольвентное множество и резольвенту оператора  А.     

],1,0[CYX     ).(2))(( 2 txtttAx    

Решение. 

Рассмотрим  операторное уравнение II рода  𝜆𝑥 − 𝐴𝑥 = 𝑦 .  
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].1,0[,
)2(

)(
)(

),()2()(

),()(2)(

],1,0[),())(()(

2

2

2












t
tt

ty
tx

tytttx

tytxtttx

ttytAxtx









 

Резольвента  оператора А: 

].1,0[,
)2(

)(
))((

2



 t

tt

ty
tAxR


  

Спектр и резольвентное множество: 

  ].1 ;[\)(;1;)(
8

1

8

1  CAA   

Спектральный радиус 𝑟𝜎(𝐴) = 1. 

4.5. Задачи для самостоятельной работы 

4.5.1. Исследовать методами функционального анализа данное уравнение.   

Исследование уравнения провести согласно пункту 4.4.11 при , указанном в скобках. 

Варианты 

1. ].1,0[];1,0[),()()( 3]4.0,0[

1

0

4 LXttdssxstx       (=1) 

2. ].1,0[];1,0[),()()( 4]5.0,0[

1

0

3 LXttdssxtstx       (=2) 

3. ].1,0[];1,0[),()()( 3]6.0,0[

1

0

22 LXttdssxsttx        (=3) 

4. ].1,0[];1,0[),()()( 2]7.0,0[

1

0

3 LXttdsssxttx     (=4) 

5. ].1,0[];1,0[),()()( 3]8.0,0[

1

0

4 LXttdssxttx     (=0.5) 

6. ].1,0[];1,0[),()()( 4]9.0,0[

1

0

3 LXttdsssxttx     (=1) 

7. ].1,0[];1,0[,1)()( 3

1

0

22 LXtdssxsttx    (=2) 

8. ].1,0[];1,0[),()()( 2]9.0,0[

1

0

3 LXttdssxtstx     (=3) 
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9. ].1,0[];1,0[),()()( 2]8.0,0[

1

0

4 LXttdssxstx     (=4) 

10. ].1,0[];1,0[),()()( 2]7.0,0[

1

0

3 LXttdssxtstx     (=0.5) 

11. ].1,0[];1,0[),()()( 2]6.0,0[

1

0

22 LXttdssxsttx     (=1) 

12. ].1,0[];1,0[),()()( 3]5.0,0[

1

0

3 LXttdsssxttx     (=2) 

4.5.2. Доказать свойства. 

1) Всякое нормированное пространство является метрическим. 

2) Алгебраические операции в н.п. непрерывны:  

(xn  x, yn  y, n  )  xn + yn  x + y & nxn  x. 

3) Норма непрерывна: xn  x  xn  x.     

4) C[a, b] – б.п. Указание. Использовать критерий банаховости н.п. 

5) N(X,Y)  ObN. 

6) Y – б.п.  N(X,Y) – б.п. Указание. N(X,Y)  {An} – фундаментальна  An  A, где  Ax

.lim XxxAn
n




 

7) (<X, .X> и <Y, .Y> – б.п.)  <XY, <x,y>XY = xX + yY – б.п. 

8) (AN(X,Y) & BN(Y,Z))  (ВАN(X,Z) & BA  B·A). 

9) AN(X)  An  N(X)  nN & An  An.  

Указание. Использовать метод математической индукции. 

10) Умножение л.н.о. непрерывно: (An  A & Bn  B)  BnAn  BA. 

11) Дистрибутивный закон для операторных рядов:  

(Ak, B, 


1k

kA  N(X))  B


1k

kA  = 


1k

kBA  

12) AN(X – б.п.)  спектр (А) ограничен: (А) B,A  C. 

 

4.6. Задания по контрольной работе 

4.6.1. Определить свойства множества. 

1) В нормированном пространстве X = ]1,0[C  задано множество  

 Y = {xX  -t3  x(t)  t3 t[0,1]}. Определить, является ли множество Y открытым, замкну-

тым, ограниченным.  
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2) В нормированном пространстве X = ]1 0,[C  задано множество  

 Y = 0)0(  xXx .  Определить, является ли множество Y выпуклым, замкнутым, ограни-

ченным. 

3) В нормированном пространстве X = ]1,0[C  задано множество Y = Sp(t3 ,t2). Определить, 

является ли множество Y  ограниченным, замкнутым, открытым. 

4) В нормированном пространстве X = ]1,0[C  задано множество  

 Y = {x∊X:  x∊Sp(1) ∧  |C|<3}. Определить, является ли множество Y  замкнутым, ограничен-

ным, линейным подпространством. 

 

4.6.2. Вычислить норму вектора. 

1) Пусть 2)( 2  tttx . Вычислить норму  вектора х в пространствах   ],0,1[2 С  

]0,1[2 L . 

2) Пусть 42)(  ttx .   Вычислить норму  вектора х в пространствах  ],1,1[1 С  ]1,0[1L . 

3) Пусть
5)( ttx  .   Вычислить норму  вектора х в пространствах  ],1,1[1 С  ]3,0[1L . 

4) Пусть ttx 2sin)(  .   Вычислить норму  вектора х в пространствах  ],1,1[1 С  ]2,1[2L . 

 

4.6.3. Определить, является ли множество банаховым пространством. 

1) Задано множество Х вещественных функций,  определенных на [a,  b], 
b

a

dttxx )( .  Яв-

ляется ли  (Х,  ) банаховым пространством, если Х – множество многочленов степени не 

выше 5? 

2) Задано множество Х вещественных функций,  определенных на [a,  b], 
b

a

dttxx )( .  Яв-

ляется ли  (Х,  ) банаховым пространством, если Х – множество многочленов не выше вто-

рой степени? 

3) Задано множество Х вещественных функций,  определенных на [a,  b], 
b

a

dttxx )( .  Яв-

ляется ли  (Х,  ) банаховым пространством, если Х= }0,)()( 3

210  kCtCtCCtxXtx ? 
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4) Задано множество Х вещественных функций,  определенных на [a,  b], 
b

a

dttxx )( .  Яв-

ляется ли  (Х,  ) банаховым пространством, если Х – множество многочленов степени  1? 

 

4.6.4. Найти ядро, образ и норму оператора А. 

1)   )1(32))(( 2 xxxtAx   в пространстве ]3,1[C . 

2) dssxsttAx )())((

1

0

65

   в пространстве ]1,0[C . 

3) 


3

0

)())(( dssxеtAx st
 в пространстве ]3,0[C . 

4) dssxsttAx )(cossin))((

1

0

    в пространстве ]1,0[C . 

 

4.6.5. Найти спектр, резольвентное множество и резольвенту оператора  .A  

1) ]4,5[ CYX  , )()43())(( 2 txtttAx  ; 

2) 









4

1
,

4

1
CYX  , )()sin())(( txttAx  ;  

3) ]2,0[CYX   , )())(( txetAx ti ; 

4) ]3,1[ CYX  ,   )1(32))(( 2 xxxtAx  . 

 

4.6.6. Дана последовательность. Определить, сходится ли последовательность в указан-

ных пространствах к х0. 

1) Cходится ли 

1}{ nnx , nt

n еtx )(  к x0(t)0 в пространствах   

X = ]2,0[],1,1[ 2LXC   ? 

2) Cходится ли 

1}{ nnx , 
1)(  nn

n tttx  к x0(t)  0 в пространствах
 

]2,0[],1,0[ 2LXCХ  ? 

3) Cходится ли 

1}{ nnx , )sin()( nttxn   к x0(t)0 в пространствах
 

]2,0[],
4

,0[ 2LXCХ 


 ? 

4) Cходится ли 

1}{ nnx , nttx
nn sin)( 1  к x0(t)0 пространствах  

X = ]1,0[],1,0[ 1

1 LXC   ? 
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5. ГИЛЬБЕРТОВЫ ПРОСТРАНСТВА ( г.п.) И УНИТАРНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

5.1. Понятия и определения 

Рассмотрим базовые понятия раздела. Все понятия раздела представлены в таблице 

ниже: 

Имя понятия, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

X – л.п., скалярное произведение 

(с.п.), (∙,∙) 
Функция (∙,∙):XXC (R)  1 (x,y) = ),( xy  

2 (x+y,∙) = (x,∙)+(y,∙) 

3 (x,x)0, (x,x) = 0  x =  

Гильбертово пространство (г.п.), 

H 

Упорядоченная пара <H, (∙,∙) >, (∙,∙) – с.п. в л.п. Н, 

полном относительно нормы  x = ),( xx  

Г.п. Сm , mN 
Г.п. < Сm, (x,y) = 



m

k

kk yx
1

> 

Г.п. l2 
Г.п. < l2, (x,y) = 



1k

kk yx > 

Г.п. L2(T) Г.п. < L2(T), (x,y) = 
T

dttytx )()( > 

<H, (∙,∙) > – г.п. x,y  H , x  y Упорядоченная пара векторов <x,y> называется 

ортогональной, если  (x,y)=0 

<H, (∙,∙) > – г.п., HY, ортого-

нальное дополнение  подмноже-

ства  Y, Y 

Подмножество Y = {xH  (x,y) = 0 yY} 

<H, (∙,∙) > – г.п., HY – л. П./п., 

ортопроектор, P:HY 

Л.н.о. P:HY  Px = y1 – первое слагаемое в одно-

значном представлении    x = y1 + y2 

y1  Y,   y2  Y     (H = YY) 

<H, (∙,∙) > – г.п., {k} ⊆ Н Последовательность{k}  ортогональна, если  (i,j) 

= i
2ij , 

где ij – символ Кронеккера (=1, если i = j, и = 0 , ес-

ли i  j ) 

<H, (∙,∙) > – г.п., {k} ⊆ Н Последовательность  {k} ортонормированна, если  

(i,j) = ij  

Коэффициент Фурье (k-тый) век-

тора xH, xk 

Число xk = (x, k) 

Ряд Фурье вектора xH по о/н 

посл-ти {k},   k xkk 

Ряд в н.п. Н   k xkk =   k (x,k) k 

Ортобазис в Н О/н последовательность {k}  x =  k (x,k) k 

xH, 

т.е. каждый вектор х разлагается в ряд Фурье по ор-

тобазису 

<H, (∙,∙) > – г.п. 

A:HH  – л.н.о.,  

Линейный оператор A*: HH является сопряжён-

ным, если (Ax,y) = (x,A*y) x,yH 
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Имя понятия, обозначение Определяющее понятие и видовые признаки 

Самосопряженный (с/с) оператор  Линейный оператор A:HH  A* = A 

Унитарный оператор Линейный оператор A:HH  

(Ax,Ay) = (x,y) x,yH 

<H, (∙,∙) > – г.п., x, хk  H  Последовательность {xk} сходится слабо к х, если 

yH (xk,y)  (x,y) 

 

5.2. Основные утверждения и теоремы раздела 

УТВ ГП-5.2.1. Простейшие свойства с.п. 

5.2.1.1. Сопряженная линейность по 2-му аргументу:  

(∙, x+y) = (∙, x) +(∙, y). 

5.2.1.2. Тождество пареллелограмма: x – y2 + x + y2 = 2 x2 + 2 y2. 

5.2.1.3. Неравенство Коши-Буняковского: (x,y)  x y   x,yH – г.п.  

5.2.1.4. x = ),( xx  – норма. 

5.2.1.5. Непрерывность скалярного произведения  

(xk  x, yk  y)  (xk, yk)  (x,y) (k). 

 

УТВ ГП-5.2.2. Простейшие утверждения, связанные с понятием ортогональности. 

1) H =  

2) YH  Y – замкнутое линейное п/п в Н, причем YY не содержит ненулевых элемен-

тов. 

3) x  Y  x  SpY. 

4) Y  = (SpY). 

5) Y – замкнутое л. п/п в Н & H = Y + Y  H = Y  Y. 

 

УТВ ГП-5.2.3. Лемма Рисса о наилучшем приближении.  

Пусть Y – замкнутое линейное п/п в г.п. Н, и пусть xH. Тогда в Y  единственный элемент 

Px, ближайший к x, т.е. 

x – Px = dist(x,Y) = inf{x – y: y  Y},   т.е.  единственная проекция x на Y (рис. 5.1). 

 

УТВ ГП-5.2.4. Теорема о проекции: Y – замкнутое л.п/п в г.п. Н  H = YY  

(рис. 5.1) 
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Следствия. 

1)  Px  =  dist(x,Y);  (I – P)x  =  dist(x,Y) 

2)  x 2 =  Px 2 +  (I – P)x 2 (теорема Пифагора). 

3) Ортопроекторы P:H Y и I – P:H  Y  – л. н. с/с операторы с единичной нормой, причем  

P + (I – P) = I; P2 = P; P(I – P) = . 

 

УТВ ГП-5.2.5. Теорема об отрезке ряда Фурье: отрезок ряда Фурье sm = k=1,m xkk является 

проекцией вектора х на к/м л. п/п Hm = Sp{k}k=1,m (рис. 5.2.). 

  

Рис 5.2 

 

Следствия. 

1) Неравенство Бесселя: xk
2  x2. 

2) Ряд Фурье всегда сходится, причем его сумма s =  k xkk  является проекцией вектора х на 

л.п/п H = Sp{k}k=1, . 

3) Ортопроектор Pm:H Hm, Pmx = k=1,m (x,k) k, – л.н.с/с оператор,  

Y 

Y 

x 

Px 

(I-P)x 

H = Y  Y  

теорема о проекции 

Рис. 5.1 

 

x = Px + (I – P)x = y1 + y2 

y1 

y2 

y1+ty 
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причем  Pm  = 1. 

 

УТВ ГП-5.2.6. Критерии ортобазиса.  

Пусть г.п. H   = {k} – о/н последователность. Тогда   ( полна, т.е.  = )  ( замкну-

та, т.е. Sp = H)  ( ортобазис)  (xk
2 = x2 xH – равенство Парсеваля). 

 

УТВ ГП-5.2.7. Примеры ортобазисов: 

Ортобазис в Сm: k = <0, 0, ..., 1(k), 0,...,0>, kNm 

Ортобазис в l2: k = <0, 0, ..., 1(k), 0,....>, kN 

Ортобазисы в L2([0, 1]): k(t) = 2 sinkt, kN; k(t) = 2 coskt, kN0. 

 

УТВ ГП-5.2.8. Теорема об ортогонализации Грама-Шмидта.  

Пусть {uk}k=1, – л/н последовательность векторов в г.п. Н. Тогда  о/н последовательность 

{k}k=1,    n[1,] выполняется равенство  

Sp{uk}k=1,n = Sp{k}k=1,n. Векторы k , k=1,2,... вычисляются рекуррентно: 

w1 = u1,                                                                            1 = w1 / w1, 

w2 = u2 – (u1, 1)1 ,                                                        2 = w2 / w2, 

................................................................................................. 

wk = uk – i=1,k-1 (uk, i)i ,                                               k = wk / wk, ...... 

 

УТВ ГП-5.2.9. Теорема существования ортобазиса.  

Гильбертово пространство  имеет хотя бы один ортобазис в том и только в том случае, когда 

оно сепарабельно. 

 

УТВ ГП-5.2.10. Теорема об изоморфизме.  

Гильбертово пространство  и унитарные операторы образуют подкатегорию в N. Все б/м се-

парабельные г.п. изоморфны в этой подкатегории. 

 

УТВ ГП-5.2.11. Теорема об общем виде линейного непрерывного функционала в г.п. Н.   

FH   единственный вектор gH    Fx = (x,g) xH   &   FH* = gH . 

Следствия: 

1) Теорема Хана-Банаха в г.п. : (H – г.п., W – замкнутое п/п в Н, G  W*)   

 F H*  FW = G & FH* = GW*. 

2) Теорема об изоморфизме вещественных г.п..  
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(H – вещественное г.п.)  Н изометрически изоморфно H* в категории B банаховых про-

странств  и линейных непрерывных операторов. 

УТВ ГП-5.2.12.  Свойства отображения A  A* : 

1) (A + B)* = A* + B*, 

2) (AB)* = B*A*, 

3) I* = I, 

4) A** = A, 

5)  A-1  N(H)   (A*)-1  N(H) & (A*)-1 = (A-1)*. 

 

УТВ ГП-5.2.13.  Альтернатива Фредгольма.  

Если К – компактный оператор в г.п. Н , а   0, то имеет место один из двух взаимоисклю-

чающих случаев: 

(А) Однородное уравнение x – Kx =  имеет только нулевое решение, а неоднородное урав-

нение x – Kx = y однозначно и корректно разрешимо при любой правой части. 

(В) Однородное уравнение имеет к/м пространство решений X = ker(I – K), 0 < dimX < , 

а неоднородное уравнение в этом случае разрешимо (причем неоднозначно) в точности для 

тех правых частей yH, которые ортогональны всем решениям сопряженного однородного 

уравнения x – K*x = , т.е. для y (ker(I – K*)). 

 

5.3. Типовые задачи по разделу 

1) Вычислить (∙,∙) и  ∙  в г.п. Cm, l2 , L2 . 

2) Вычислить норму линейного непрерывного функционала  ∙ H* . 

3) Найти проекцию  как отрезок Pmx ряда Фурье данного вектора xH и данного ортобазиса, 

и найти расстояние  x – Pmx. 

4) Для данного AN(H – г.п.) найти сопряженный оператор А*. 

5) Исследовать методами функционального анализа данное уравнение, например, интеграль-

ное уравнение Фредгольма 2-го рода (I – K)x = y в г.п. <H, (∙,∙) >. 
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5.4. Примеры решения задач 

5.4.1. Вычислить скалярное произведение и найти норму вектора. 

1) Пусть x,y  L2[0,1], x(t) = sin kt, y(t) = cos kt.     (x,y) = ?    x2 = ? 

Решение.   

(x,y) =  

1

0

2
1

1

0

2sincossin tdtktdtktk  ,0)11()2cos(
4
11

04
1 




kk
tk  т.е. x  y. 

.2sin)2cos1(2sin
2
11

02
1

2
1

1

0

2
1

1

0

22

2
  tkdttktdtkx   

2) Пусть x,y  l2 , x =  



02

1 )(
n

n
,  




03
2 )(

n

niy . (x,y) = ?  x2 = ? 

Решение.  

(x,y) = 













0

3

0

3
2

2
1

0

3
2

2
1 )()()()()(

n

ni

n

nin

n

nin  =(сумма бесконечно убывающей геометриче-

ской  прогрессии)= ii
i 10

3
10
9

10
9

3

3
1

1 )1( 


. x2 = .
3

2

1

1
)()(

4
1

0

4
1

0

2

2
1 


 







 n

n

n

n
 







0

3
2

3
2

2
)()(

n

niniy  =( zz = z2 )= .
5

3

1

1
)(

9
4

0

9
4 






n

n
 

 

5.4.2. Вычисление нормы линейного непрерывного функционала. 

1) Пусть Fx = 


1

0

2)( dtetx it
: L2[0,1]  C.  Найти  FH* = ? 

Решение.  

Согласно УТВ ГП-3.2.11 Fx = (x,g) xH & FH* = gH. g(t) = e2it   

FH* = g2 =(e2it2=1)= .1

1

0

 dt  

2)   Пусть Fx = xе

i

 32



: C  C.  Найти  FH* = ? 

Решение  

Согласно УТВ ГП-3.2.11 Fx = (x,g) xH & FH* = gH. g = 2 e-i/3  FH* = g2 =

.22),(

2

3
2



 i

eggg  
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5.4.3. Пусть H = L2[0,1]; (t) = 2  sin t; x = [0, 0,5](t).  

Найти отрезок P1x ряда Фурье данного вектора xH и данного ортобазиса, найти расстояние 

x – P1x. 

Решение.   

Вектор  имеет единичную норму (см. пример 3.4.1), поэтому его можно считать первым 

вектором (1) некоторого ортобазися в Н. Отрезок ряда Фурье P1x = s1 = 


1

1k

kkx   = x11. 

x1 = (x, 1) =  

1

0

],0[

1

0

1 sin2)()()(
2

1 tdttdtttx   =(характеристическая функция = 1 на том м., 

которое она характеризует, и = 0 вне этого м.)= 


 2
0

1

0

2
1

2
1

)cos(2sin2  ttdt   P1x = (

2 /)1. Расстояние x – P1x =(теорема Пифагора и рис. 3.2)= .
2

1

2
xPx   x2 = (x,x) = 

.)(
2
1

0

1

0

2

]
2

1
,0[

2

1

  dtdtt    P1x
2 = (P1x, P1x) = ),(),( 11

2
1

2
1

2
2 


  

=(ортонормированность)= .
2
2

  

Итак, x – P1x = .2
2

2
1




 

 

5.4.4. Найти сопряжённый оператор.  

Пусть H = l2; Ax = A{x1, x2, .....} = ix – {0,0, x1, x2, ...}.  

Для данного AN(H) найти сопряженный оператор А*. 

Решение.   

Оператор А = iI – B, где Bx = {0,0, x1, x2, ...} (УТВ ГП-3.2.12)  

A* = i I – B*. 

По определению сопряженного оператора (Bx,y) = (x,B*y) x,yH  (Bx,y) = 

({0,0,x1,x2,...},{y1,y2,....}) = ...)()(),(...00 2211423121   yBxyBxyBxyxyxyy  

0,...}))(,)({,(...))(())(( 2413241131   yByyByxyByxyByx  xH =(УТВ. ГП-

2.1) {y3 – (B*y)1, y4 – (B*y)2, ...} =  = {0,0, ... 0, ..} =(равенство векторов покоординатное) 

B*y = {y3, y4, ...}. Итак, A*x = -ix – {x3, x4, ...}. 
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5.4.5. Исследовать методами функционального анализа данное уравнение. 

Рассмотрим  интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода (I – K)x = y в г.п.  

<H, (∙,∙) >: 

].1,0[),()()(3 ]1.0,0[

1

0

2   ttdssxtstx   

План исследования приведен ниже: 

1) Исследовать свойства семейства операторов I – K: HH, C. 

ker(I – K) = <ответ при  С>. 

2) Выбрать г.п. Н (Cm, l2 , L2), в котором действует оператор К. 

Н = <ответ>.    

 xH =<доказательство> КxH.    

yH? <доказательство>.  

y = <ответ>. 

3) Найти сопряженный оператор К*.  

Проверить самосопряженность К (К = К*?). 

(К*x)(t) = <ответ>. 

4) Исследовать свойства семейства операторов I – K*: HH, C. 

ker(I – K*) = <ответ при  С>.  С.з. сопряженного оператора 0
* = <ответ>; с.з. 1

* = 

<ответ>.    

Собственные п/п сопряженного оператора  

X0
* = <ответ>; X1

* = <ответ>; ... . 

X0
* = <ответ>; X1

* = <ответ>; ... .  

Проверить y X1
* ?   

Построить ортобазис в пространстве X1
*. 1(t) = <ответ>;  2(t) = <ответ>; .... . 

5) Найти проекцию y1 вектора y на X1
*. 

y1 = <ответ>. 

6) Решить уравнение 1x – Kx = y1. 

Общее решение x1(t) = <ответ>. 

7) Найти нормальное решение (т.е. решение с наименьшей нормой) уравнения  

1x – Kx = y1. xн(t) = <ответ>. 

8) Найти условие (на правую часть yH) разрешимости уравнения  

1x – Kx = y . 

Уравнение 1x – Kx = y разрешимо  правая часть y удовлетворяет условию <ответ>. 
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Решение.   

1) ker(I −  K)  = {
X0  =  (Sp(t2)) при  =  0  =  0,
X1  =  Sp(t)   при  =  1  =  0.25,

             при  {0, 0.25} =  (K).

                             

 

2) Выбрать г.п. Н (Cm, l2 , L2), в котором действует оператор К. 

Н = L2[0,1] – б/м сепарабельное гильбертовое пространство  с поточечными линейными опе-

рациями и  скалярным произведением: 

(x,y) = 
1

0

.)()( dttytx  xH =( Кx = ca, c = 
1

0

2 )( dssxs C, a(t)=t, aL2[0,1] ) КxH. yH, так как 

y измерима ( [0, 0.1] измеримо по Лебегу) и ограничена (& [0,1] = 1 < +).   

y2 = .316.01.0

1.0

0

 dt  

3) Найти сопряженный оператор К*.  

Проверить самосопряженность К (К = К* ?). 

(К*x)(t) = 
1

0

2 )( dsssxt , t[0,1] (k*(t,s) = k(s,t) = st2), K*  K  К не является самосопряжен-

ным. 

4) Исследовать свойства семейства операторов I – K*: HH, C. 

Рассмотрим сопряженное однородное уравнение  

x(t) – 
1

0

2 )( dsssxt  = 0  x(t) – t2c = 0: 

а)  = 0.  X0
* = {xL2[0,1]  0)(

1

0

 dsssx } = {s} =(УТВ ГП-2.3)= (Sp{s}). 

б)   0. c – 0.25c = 0  1
* = 0.25 & X1

* = {xH  x(t) = ct2, t[0,1], cC}= Sp(t2). 

ker(I −  K∗)  = {

X0
∗  =  (Sp{t})     при  =  0  =  0,

X1
∗  =  Sp(t2)   при  =  1  =  0.25,

   при  (K∗) = {0, 0.25}(=  (K)).

  

Собственное значение  сопряженного оператора  0
* = 0; собственное значение 1

* = 0.25.        

Собственные подпространства  сопряженного оператора  

X0
* = {xL2[0,1]  (x, s) = 0} = {s};       X1

* = {xH  x(t) = ct2, t[0,1], cC}= Sp(t2). 

X0
* = (Sp{t}) = Sp{t}; X1

* = Sp(t2) = {x: (x, t2) = 0}. 

Проверить y X1
* ?  (y, t2) = 0

3
001.0

1.0

0

2  dtt   y X1
*. 
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Построить ортобазис в пространстве X1
*. w(t) = t2  X1

* = Sp(w); w2 = 
5

1

1

0

4  dtt   1= 

w
w

w
5

2

   1(t) = 2.236t2, t[0,1]. 

5) Найти проекцию y1 вектора y на X1
*. 

Найдем сначала проекцию y2 вектора y на X1
* = Sp(t2) = Sp(1): y2 = (y, 1) 1 (теорема об от-

резке ряда Фурье).  (y, 1) = 2.236 )3(000745.0236.2
3
001.0

1.0

0

2  dtt   y2(t) = 

0.000745(3)·2.236t2= 0.0016(6)t2, t[0,1] =([0, 0.1] = y1 + y2 – теорема о проекции) проекция 

y1 вектора y на X1
*: y1(t) = [0, 0.1](t) – 0.0016(6)t2, t[0,1]. 

6) Решить уравнение 1x – Kx = y1. 

0.25x(t) – 
1

0

2 )( dssxts  = [0, 0.1](t) – 0.001(6)t2, t[0,1]  

x(t) = 4 [0, 0.1](t) – 4·0.001(6) t2 + 4t· 
1

0

2 )( dssxs  (обозначим интеграл за c=   

1

0

2 dssxs );  дом-

ножим уравнение на  t2 и проинтегрируем по t, после получим  

c = 4 
1.0

0

2dtt  – 4·0.001(6)·0.2 + c = (4/3)·0.001 – 0.001333(3) + c = 0.00133(3) – 0.00133(3) + c  

c = c  с – любое число. 

Общее решение  уравнения:       x1(t) = сt + 4[0, 0.1](t) – 0.00(6) t2, t[0,1]. 

7) Найти нормальное решение (т.е. решение с наименьшей нормой – рис. 5.3) уравнения 1x 

– Kx = y1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(xн, t) = 0 из этого условия найдем с в формуле общего решения: 

с 
1

0

2dtt  + 4 
1.0

0

tdt  – 0.00(6) 
1

0

3dtt  = 0  c·(1/3) + 2·0.01 – 0.00(6)·(1/4) = 0    

X1 = ker(1I – K) = Sp(t) X1
 

xн x1(cн) x1 = x1(c) 

cнt 

Рис. 5.3 
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c = (3/4)·0.00(6) – 0.06 = -0.055. 

Нормальное решение xн(t) = -0.055 t + 4[0, 0.1] (t) – 0.00(6) t2, t[0,1].  

 

8) Найти условие (на правую часть yH) разрешимости уравнения  

1x – Kx = y . 

Уравнение 0.25x – Kx = y разрешимо (случай (В) альтернативы Фредгольма) правая 

часть y удовлетворяет условию y  ker(0.25I – K*) = X1
* = Sp(t2) 0.25x – Kx = y разрешимо 

 у удовлетворяет условию .0)(

1

0

2  dttty  

 

5.5. Задачи для самостоятельной работы 

5.5.1. Выполнить следующие задания. 

1) Вычислить скалярное произведение и определить, являются ли векторы ортогональны-

ми. 

1) Н=L2[0,1]2; x(t,s)=s2; y(t,s)=t+is; 

2) H=L2[0,1]; x(t)=sin(t); y(t) = 
tie 

;   

3) H=L2[0,1]; x(t)=cos(t); y(t) = 
tie 

  ; 

4) H=L2[0,1]; x(t)= t; y(t) = tsin   ; 

5) 








 


















1

1

1

2
5

)3(
,

2

)(
,

n

n

n

n

n

n i
y

i
xlH ; 

6) 













 



1

12
2

)1(
,..),0...,0,0,32,0,8,4(,

n

n

n

yxlH ; 

7) 






























11

1

2
2

,
3

,

n

n

in

n

n

in e
y

e
xlH ; 

8) 









 



1

2
3

)1(
,..),0...,0,0,2,2,1,1(,

n

n

n

yxlH . 

2)  H=L2[a;b]- г.п., FH* . Вычислить норму  ||F||  линейного непрерывного функционала F  

в гильбертовом пространстве Н, если 

1)   ]1;0[,)(

1

0

)1(  
 tdttxeFx ti

; 2) ]1;0[,)()(

1

0

3   tdttxtitFx ; 
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3) ]1;1[,)()(

1

1

3  


tdttxitFx ; 
4) ]2;1[,)()(

2

1

3

]2;0[  


tdttxttFx  ; 

5) ];0[,)()(
1

0






  tdtttxFx ; 6) ]2;0[,)()1(

2

0

  tdttxitFx . 

 

3) В гильбертовом пространстве H  задана пара векторов  1  и 2 . Определить, является ли 

система  21 ,  ортонормированной. Если нет, то с помощью ортогонолизации получить 

ортонормированную систему. 

 

1)  H=𝓁2. ,...)0,...,0,0,0,(1 i ; ,..)0...,0,0,0,,0(,2 i ; 

2) H=𝓁2. ,...)0,...,0,0,1,0,1,0,1,0,1(1  ; ,..)0...,0,1,0,1,0,1,0,1(,2  ; 

3) H=𝓁2. ,...)0,...,0,1,0,0,2(1  ; ,..)0,...,0,1,1,2,0,0,1(2  ; 

4) H= ]
2

,0[2


L ;  tt 6sin)(1  , tt 8sin)(2  ; 

5)  H= ]1,1[2 L ; tt )(1 ; 1)( 2

2  tt ; 

6)  H= ]1,0[2L ;  tt  2sin)(1  ; tt  3sin)(2  ; 

7)  H= ]2,0[2L ; tt  sin)(1  ; tt 
2
3

2 sin)(  ; 

8)  H= ]
2

,0[2


L ;  tt 2sin)(1  ; tt 4sin)(2  . 

 

4) В гильбертовом пространстве  H  задан вектор  f   и  пара  векторов  }.;{ 21    Вычислить: 

4.1. ))(,( 1
Spfdist ; 4.2. ))(,( 1Spfdist ; 

4.3. )),(,( 21 Spfdist ; 4.4. )),(,( 21 Spfdist . 
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Примеры заданий:  

1 )  H= ]
2

,0[2


L ;  tt 2sin)(1  ; tt 4sin)(2  ; f(t)= 1

1
t


 ;  

2) H= ]2,0[2L ; tt  sin)(1  ; tt 
2
3

2 sin)(  ; f(t) 1 ;   

3) H= ]1,0[2L ;  tt  2sin)(1  ; tt  3sin)(2  ;  f(t) 
4

1

2

1
 t   ; 

4) H= ]1,1[2 L ; tt )(1 ; 1)( 2

2  tt ;  f(t)= 1t   ; 

5) H= ]
2

,0[2


L ;  tt 6sin)(1  , tt 8sin)(2  ;  f(t) 25.0 ;  

6) H=𝓁2. ,...)0,...,0,1,0,0,2(1  ; ,..)0,...,0,1,1,2,0,0,1(2  ; 

f = ,...)0,....,0,0,,,,0,0,1(
4
1

3
1

2
1

 ; 

7) H=𝓁2. ,...)0,...,0,0,1,0,1,0,1,0,1(1  ; ,..)0...,0,1,0,1,0,1,0,1(,2  ; f = 















1

1

3

2

n

n

n

  

8) H=𝓁2. ,...)0,...,0,0,0,(1 i ; ,..)0...,0,0,0,,0(,2 i ;  f = 















1

1

4

3

n

n

n

.   

 

5.5.2. Построить логический вывод утверждения. 

Доказать: 

1) Скалярное  произведение сопряженно линейно по 2-му аргументу:  

(∙, x+y) = (∙, x) +(∙, y). 

2) Тождество пареллелограмма x – y2 + x + y2 = 2 x2 + 2 y2. 

3) Неравенство Коши-Буняковского: (x,y)  x y   x,yH – г.п. 

4) x= ),( xx  – норма. 

5) Непрерывность с.п. (xk  x, yk  y)  (xk, yk)  (x,y) (k). 

6) H = . 

7) YH  Y – замкнутое линейное п/п в Н, причем YY не содержит ненулевых век-

торов. 

8) x  Y  x  SpY. 

9) Y  = (SpY). 

10) Y – замкнутое л. п/п в Н & H = Y + Y  H = Y  Y. 

11) Следствие т. о проекции:  Px  =  dist(x,Y);  (I – P)x  =  dist(x,Y). 
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12) Следствие т. о проекции:  x 2 =  Px 2 +  (I-P)x 2 (теорема Пифагора). 

13) Следствие т. о проекции: Ортопроекторы P:H Y и I-P:H  Y  – л. операторы, при-

чем P + (I – P) = I. 

14) Следствие т. о проекции: P2 = P. P(I – P) = N(H). 

15) Неравенство Бесселя: 
2

1

2
xx

k

k 




. 

16) Ряд Фурье всегда сходится. 

17) Сумма ряда Фурье s = 


1k

kkx   является проекцией вектора х на л.п/п  

H = Sp{k}k=1,. 

18) Ортопроектор Pm:H Hm, Pmx = 


m

k

kkx
1

),(  - л.н.с/с оператор, причем  Pm  = 1. 

19) Теорема Хана-Банаха в г.п. : (H – г.п., W – замкнутое п/п в Н, G  W*)   F H*  

FW = G & FH* = GW* . 

20) (A + B)* = A* + B*. 

21) (AB)* = B*A*. 

22) I* = I. 

23) A** = A. 

24)  A-1  N(H)   (A*)-1  N(H) & (A*)-1 = (A-1)*. 

5.5.3. Исследовать методами ФА данное уравнение. 

13. ].1,0[];1,0[),()()( 2]3.0,0[

1

0

3 LXttdssxttx       (=0.5) 

14. ].1,0[];1,0[),()()( 3]4.0,0[

1

0

4 LXttdssxstx       (=1) 

15. ].1,0[];1,0[),()()( 4]5.0,0[

1

0

3 LXttdssxtstx       (=2) 

16. ].1,0[];1,0[),()()( 3]6.0,0[

1

0

22 LXttdssxsttx        (=3) 

17. ].1,0[];1,0[),()()( 2]7.0,0[

1

0

3 LXttdsssxttx     (=4) 

18. ].1,0[];1,0[),()()( 3]8.0,0[

1

0

4 LXttdssxttx     (=0.5) 

19. ].1,0[];1,0[),()()( 4]9.0,0[

1

0

3 LXttdsssxttx     (=1) 
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20. ].1,0[];1,0[,1)()( 3

1

0

22 LXtdssxsttx    (=2) 

21. ].1,0[];1,0[),()()( 2]9.0,0[

1

0

3 LXttdssxtstx     (=3) 

22. ].1,0[];1,0[),()()( 2]8.0,0[

1

0

4 LXttdssxstx     (=4) 

23. ].1,0[];1,0[),()()( 2]7.0,0[

1

0

3 LXttdssxtstx     (=0.5) 

24. ].1,0[];1,0[),()()( 2]6.0,0[

1

0

22 LXttdssxsttx     (=1) 

25. ].1,0[];1,0[),()()( 3]5.0,0[

1

0

3 LXttdsssxttx     (=2) 

5.6. Схема исследования уравнения 

].1,0[];1,0[),()(),()(

1

0

pLXttydssxstktx     

Схема исследования уравнения представлена ниже: 

1) Запишем уравнение в операторном виде: x – Kx = y. (Kx)(t) = ……… . 

2) K = ……. , <доказательство ответа>, =( ….?….) KN(X).  

Указание: для ядра k(t,s) = tmsn использовать функцию x0(s) = sn(q-1), где ;1,,111  qp
qp

 

использовать также неравенство Гельдера xy1xpyq. 

3) (K) = {0, 1} = ….. , 0 < 1. 

4) X1 = ker(1I – K) = ….. . 

5) (I – K)-1 = ….. , (K) ….<вывод формулы резольвенты при помощи ряда Нейма-

на> … . Указание: сначала выразить Kn через К. 

6) Сформулировать выводы относительно уравнения x – Kx = y, считая С и yX 

произвольными параметрами (существование, единственность, устойчивость решения, 

формула для решения). 

7) KN(H = L2[0, 1])? xH =(… <доказательство> …) KxH. 

8) yH? <доказательство>. 

9) (K*) = {{*
0, 

*
1} = ….. , *

0 < *
1. 

10) X*
1 = ker(*

1I – K*) = ….. . 

11) X*
1
 = ….. . 

12) Построить ортобазис в к/м г.п. X*
1 . 1(t) = ….  ; 2(t) = ….  ; ….. . 
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13) Найти проекцию y1 вектора y на X*
1
 . y1(t) = …. . 

14) Найти общее решение х1 уравнения 1x – Kx = y1. x1(t) = ….. . 

15) Найти нормальное решение xн (т.е. решение с наименьшей нормой) уравнения  

      1x – Kx = y1.     хн(t) = ….. . 

Отвечайте последовательно на вышеприведенные 15 вопросов, соблюдайте формат отве-

тов (заполняя фрейм, приведенный в задании). 

Варианты уравнений выбираются те же, что и в модуле «Нормированные пространства». 

 

5.7. Пример исследования уравнения 

Исследовать интегральное уравнение 

].1,0[];1,0[),()()( 3]6.0,0[

1

0

22 LXttdssxsttx     

1) Запишем уравнение в векторном виде: x – Kx = y. (Kx)(t) = ]1,0[,)(

1

0

22  tdssxst . 

2) K = 0.20746.  

Доказательство. Kx3 =(опр. о. K: Kx = ca, (*) c = 
1

0

2 )( dssxs , a(t) = t2:[0,1]R)= ca3 

=(полуоднородность нормы)= с a3 =((*))=  
1

0

2 )( dssxs  a3 (теорема об оценке интегра-

ла) 
1

0

2 )( dssxs a3 =(опр. интегральной 1-нормы)= s2x(s)1 a3 (неравенство Гельдера 

для p=3, 2
3

3
211

3
1 1  q

qq ) 33

2

2

3
axs  =(опр. интегральной р-

нормы)= 3

1

0

6

1

0

2
3
1

3
2

2
3

xdttdss



























  =    

37
1

4
1 3

1

3

2

x  = 
3 112

1
x3 = 0.20746x3, т.е. 

Kx3  0.20746x3 xL3[0,1] =(критерий непрерывности л.о.) KN(X) и по определе-

нию нормы линейного непрерывного оператора K  0.20746.  

Для ядра k(t,s) = tmsn = t2s2 используем функцию x0(s) = s, т.к. n=2,  

12)1(,1
2
1

2
1  qnq . 

Вычислим (Kx0)(t) =
33034

1

1

0

6

4
1

304
1

1

0

32

4

1
,
7

1
,

3

1















  xdttKxtdsst  и подставим в 

нормативное неравенство Kx03K x03 :
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20746.0333 23

3

33 112

1

74

1

74

4

4

1

7

1
4
1  KK . Следовательно, в силу антисимметрич-

ности отношения   K = 0.20746. 

3) (K) = {0, 1} = {0, 
5
1 }, 0 < 1. 

4) X1 = ker(1I – K) = Sp(t2). 

5) (I – K)-1 = 
)(
5

1



KI , (K). (K2x)(t) =(опр. композиции)= K(Kx(t)) =(опр. о. К)= 


1

0

22 ))(( dssKxst  =(опр. о. К)=  
1

0

1

0

2222 ))(( dsdppxpsst  =(меняем порядок интегрирования ?)= 

t2
  

1

0

1

0

22

5
1

1

0

42 )()( dppxptdssdppxp  =(опр. о. К)= ]1,0[))((
5
1 ttKx  =(поточечное равен-

ство функций и операторов) KK
5
12  =(по индукции) 

  IKnKK
nn 
 01

5
1 ,...},3,2,1{, . По теореме о ряде Неймана при K имеем 

    .)()(
)(

1
1

1

)5(

1

1

11

5
1

0

1111

5
1

5
12121 















    


 KI

n

KIK

n

InI

n

nKK
nnKIKI  

6) Уравнение x – Kx = y при (К) однозначно разрешимо yL3[0,1]; формула для 

решения: x = (I – K)-1y; решение устойчиво:  

yny  xn = (I – K)-1yn  x = (I – K)-1y, т.к. резольвента непрерывна. При (К) ниче-

го нельзя сказать о решениях без дополнительного исследования. 

7) KN(H = L2[0, 1])?  

Доказательство. xH =(Kx = ca, cP, aL2[0,1] – л.п.) KxH ! 

8) yH?  

Доказательство. y2 = 7746.06.0

2

1

6.0

0















 dt . 

9) (K*) = {*
0, 

*
1} = {0, 

5
1 }, *

0 < *
1. k

*(t,s) = ),( tsk = k(t,s), следовательно, оператор  

К самосопряжён. 

10) X*
1 = ker(*

1I – K*) = Sp(t2). 

11) X*
1
 = {xL2[0,1]  (x, t2) = 0} = {xL2[0,1]  }0)(

1

0

2  dtttx . 

12) Построить ортобазис в к/м г.п. X*
1 . 1(t) = 22

1

0

4

2

2

2

236.25
||||

tt

dtt

t

t

t




. 
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13) Найти проекцию y1 вектора y на X*
1
 . y1(t) = y – (y,1)1. (y,1) = 

.161.0236.2236.2
3

)6.0(

6.0

0

2
3

 dtt  y1(t) = [0, 0.6](t) – 0.161·2.236t2 = [0, 0.6](t) – 0.36t2.  

14) Найти общее решение х1 уравнения 1x – Kx = y1. x1(t) = 5[0, 0.6](t) – 1.8t2 + ct2, c – лю-

бое. 

15) Найти нормальное решение xн (т.е. решение с наименьшей нормой) уравнения 

 1x – Kx = y1.  

Решение с наименьшей нормой можно найти как минимум функционала 

    222

]6.0;0[

2

1 ||8.15|||||| tcttxcf    либо из условия, что   KIxH  1ker  (см. 

рис 5.3).  

Вычисляя С из условия   (хн, t2)=0, получим С=0 ⇒ хн(t) =  5[0, 0.6](t) – 1.8t2. 
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6. ИТОГОВЫЙ ТЕСТ 

 

В данном разделе приводится пример итогового теста с инструкцией к его выполне-

нию.  

 

6.1. Инструкция 

Решение теста построено на ОЧП и ОЭ, определённых на различных множествах. Какие 

множества выбирать, указано в колонке «Дополнительная информация». 

В колонках А и  В  представлены ( различными способами) элементы А  и  В  частично упо-

рядоченного множества( ЧУМ )  <О, >.   В колонке Дополнительная информация указано 

ЧУМ  <О, >  и иногда другая необходимая информация.  Номер тестового задания указан в 

колонке №.  

Сравните элементы  А  и  В  и выберите букву ответа по правилу: 

А,В    (А) ; А,В  <  (B) ; А,В  =  (C) ; 

А,В    несравнимо с   (D) ; А или B   (Е). 

В тесте используются следующие ЧУМ: 

 – О=<R, >,  AB    B – A[0, ),  числа; 

 – О=<, > для некоторого ХObS,AB   ,  множества; 

 – О=<S(T,R),   > для некоторого TObS,  AB   A(t)  B(t) для t , функции; 

 – O=<PR, > – ЧУМ  высказываний,  R { 0, 1} – интерпретация высказываний,  

    А  В     (А = В   = ), высказывания;. 

 – О=<СОN,> – ЧУМ  понятий,   VA  VB –объемы понятий(А=В  VA = VB), поня-

тия. 

6.2. Тест 

№ А В Дополнительная информация  

1.  

А – сюрьективен 

 

Ker A 

Высказывание 

A:C[0,1] C[0,1], 

 (Ax)(t)=  

1

0

5 )( dssxst  

2.  

]1,0[\)( CA   

 

4

3
,

__

1,

__

\  BBA  

Высказывание 

]),1,0[(СNA :  

(Ax)(t)= )0(sin xt   

3.    

intY= 

 

0x  – внешняя точка 

Y. 

Множества 

X = {a,b,c,d}, ax 0  
 = {, X},  Y={a,c,d} 

4. 1gF  1fF  Высказывания 
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№ А В Дополнительная информация  

5.   1)(,  Spfdist    1)(, Spfdist  

2

1

0

2

)(

,)(sin

,1)(],1,0[

tt

dttxtxF

tfLH

g











  

6.  

Y  замкнуто 

 

Y компактно 
Параметрическое высказы-

вание 

<X,> – хаусдорфово топологи-

ческое пр-во, XY   

7.  

0FABx  

 

0FBAx  

 

Числа 

X = C[0,1];  (Ax)(t) =  

1

0

)( dssxt ;   

(Bx)(t) = )(2 tx ;  

Fx = )1(x ; x0(t) = t . 

8.  

]0,1[2 C
x  

 

]1,0[1L
x  

Числа 

tttx  2)( .    

9.  

Y – вполне 

ограничено 

 

Y – ограничено 
Параметрическое высказы-

вание 

<X, xd > – м.п., XY   

 

10.  

]1,1[)( A  

Ряд Неймана для ре-

зольвенты  сходится 

для  1:   C  

Высказывание 

(Ax)(t)= ]2,0[),( ttxeit . 

 

6.3. Ответы 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ответ D C A C A A D A B B 
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6.4. Примеры итогового контроля 

ВАРИАНТ 2 

№                       А                         В Дополнительная 

информация  

1       kerA=𝜃     A – линейный оператор Высказывание 

X,Y – л.п.;  FL(X,P); a Y; 

Ax=F(3x)+ a . 

2  

4

1
,

1,

__

\


 BBA  

 

 

    }1,0{)( A  

Высказывание 

]),1,0[(СNA : (Ax)(t)=


1

0

)( dsstsx  

3      2;..1;0 Xптвcl     1;..1;0 Xптвcl  Множества 

X = R , 1 = {, X, (a, +)},  

 2 = 0 

4   x0  – внутренняя точка Y.   x0 – точка прикосновения 

Y 
Параметрическое выска-

зывание 

<X,  > – т.п. 

Y  X, x0  X 

5  

  Y –  замкнутое 

множество 

 

Y = {1} 

Высказывание 

<X,  > – т.п. 

 X = (0, +) ,  = x, Y= (0, 1]. 

6 1gF  1fF  Высказывания 

 

tt

dttxtxF

ttfLH

g









)(

,)(

,1)(],1,0[

1

0

2

2



 
7   1)(,  Spfdist    1)(, Spfdist  

8  

]2,0[2C
x  

 

]1,0[2L
x  

Сравнить числа 
5)( ttx     

 

9  Y – банахово простран-

ство в X 

 Y ограничено в X Высказывание 

Задано н.п. Х= C[0,1].  

Y – множество многочленов 

степени не больше 4. 

 

10 Ряд Неймана для резоль-

венты при заданном 
сходится 

 1)(  AI непрерывна Высказывание 

AиAXNA   )(),(

 

 

Ответы:  

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ответ D A A B C C D A A B 
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ВАРИАНТ 3 

№                       А                         В Дополнительная 

информация  

1 V – линейно 

независимое 

множество 

 V – конечномерное ли-

нейное подпространство   

в C[0,1] 

Высказывание 

A:C[0,1] C[0,1], 

 (Ax)(t)= )0()( 42 xtt  , 

V= imA 

2  

4

1
,

1,

__

\


 BBA  

 

 

    },0{)(
6
1A  

Высказывание 

])1,0[(СNA : 

 (Ax)(t)= 
1

0

32 )( dssxst  

3   Y clY Множества 

X = {a,b,c,d},  = {, X},  

 Y={a,b,c} 

4  x – внутренняя точка 

Y 

  x – предельная точка Y. Параметрическое выска-

зывание 

<X,  > – т.п. Y X, x  X 

5 1gF  1fF  Высказывания 

 

)sin()(

,)(

,)(],1,0[

1

0

2

tt

dttxxF

ttfLH

g

 





  

6   1)(,  Spfdist    1)(, Spfdist  

7  

0FABx  

 

           0FBAx  

 

Числа 

X = C[0,1],  

 (Ax)(t) = 
1

0

2 )( dssxt ;   

(Bx)(t) = tx(t);  

Fx = x (1); 

 3

0 )( ttx  . 

8  

]1,1[C
x  

 

]1,0[1L
x  

Сравнить числа 
3)( ttx  .    

9  X – конечномерное, 

нормированное 

пространство 

 Х – сеперабельное 

нормированное 

пространство 

Параметрическое выска-

зывание 

<X, x||||  > – н.п. 

 

10  – точка спектра А  )(AR непрерывна Высказывание 

)(),( AXNA    

 

Ответы:  

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ответ B C C E C A B A B A 
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ВАРИАНТ 4 

№                       А                         В Дополнительная информация  

1  

А – сюрьективен 

 

Ker A 

Высказывание 

A:C[0,1] C1[0,1], 

 (Ax)(t)=  

t

dssxs
0

4 )()1(  

2  

]1,0[\)( CA   4

3
,

__

1,

__

\  BBA  
Высказывание 

])1,0[(СNA : (Ax)(t)= )1(sin xt   

3    

intY= 

 

0x  – внешняя точка Y 

Множества 

X = {a,b,c,d}, bx 0  
 = {, X},  Y={a,c,d} 

4   

x – граничная точка Y. 

  x – точка 

прикосновения Y 
Параметрическое высказы-

вание 

<X,  > – т.п. Y X, x  X 

5 }{ nx сходится к х0≡0 в 

пространстве ]1,0[C    

}{ nx сходится к х0≡0  в 

пространстве ],0[
2
1

1L  

Высказывание 
nn

n ttx  1  

6  

Y  замкнуто 

 

Y компактно 
Параметрическое высказы-

вание 

<X,> – хаусдорфово топологи-

ческое пр-во, XY   

7  

0FABx  

 

           0FBAx  

 

Числа 

X = C[0,1],  (Ax)(t) = 
1

0

)( dssx ;   

(Bx)(t) = )1(2)( xtx  ;  

Fx = )1(x ; x 0(t) = t . 

8  

]0,1[2 C
x  

 

]1,0[1L
x  

Числа 

1)(  ttx .    

9   

Y – вполне 

ограничено 

  

Y – ограничено 
Параметрическое высказы-

вание 

<X, xd > – м.п., XY   

 

10 Ряд Неймана для ре-

зольвенты  сходится 

для  1:   C  

 

 ]1,1[)( A  Высказывание 

(Ax)(t)= ]2,0[),( ttxeit
 

 

Ответы:  

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ответ C B A B B B C A B A 
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ВАРИАНТ 5 

№ А В Дополнительная информация 

1  

V – к/м линейное под-

пространство 

 

Im A = Y 
Высказывание 

A:X  Y, X=Y=C[0,1], 

(Ax)(t)= 
1

0

42 )( dssxst , 

V= im A. 

2 

1,2,

__

\  BBA  
}1:{)(   CA

 

Высказывание 

]),,0[( СNA
 

(Ax)(t)= )(txeit   

3  

Y={d,c,b} 

 

0x  – внутренняя точка 

Y 

Множества 

X = {a,b,c,d}, сx 0  
 = {, X,{a)},  Y={a,c,d} 

4  

x – внешняя точка Y 

x – точка 

прикосновения Y 
Параметрическое высказы-

вание 

<X,  > – т.п. Y X, x  X. 

5 }{ nx сходится в 

пространстве 

]0,1[C  

}{ nx сходится в 

пространстве ]1,0[1L  

Высказывание 

nt
n

xn sin
1

  

6  

Y – к/м 

подпространство 

 

Y – сеперабельно 
Параметрическое высказы-

вание 

<X, xd > – м.п., XY   

7  

0FABx  

 

0FBAx  

 

Числа 

X = C[0,1], 

(Ax)(t)= 
1

0

)()cos( dssxt ; 

(Bx)(t) = )(ttx ;Fx = )0(x ;x 0(t) =1. 

8  

]0,1[1 C
x  

 

]1,0[2L
x  

Числа 

12)(  ttx . 

9  

Y – банахово 

пространство 

 

N(X,Y) – банахово про-

странство 

Параметрическое высказы-

вание 

A: XY – л.н.о. 

10 Ряд Неймана расхо-

дится для всех : 

3

1
  

 

)(AR непрерывна 

Высказывание 

(Ax)(t)= ]1,0[,)(

1

0

2  tdssxts , 

=0,25. 

 

Ответы заполнить самостоятельно:  

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ответ           
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ВАРИАНТ 6 

№                       А                         В Дополнительная информация  

1  

А – сюрьективен 

 

Ker A 

Высказывание 

A:C[0,1] C[0,1], 

 (Ax)(t)= 
1

0

4 )()( dssxstx  

2  

Im A – банахово 

пространство 

 

4

3
,

__

1,

__

\  BBA  

Высказывание 

]),1,0[(СNA :  

(Ax)(t)=  

1

0

)(cossin dssxst   

3    

Y – открыто 

 

Y={2,3} 

Множества 

X =(0,3],  x  , Y=(2,3]       

4   

clY. 

 

cl(int Y). 
Множества 

<X,  > – т.п. Y X. 

5 }{ nx сходится в 

пространстве ],0[
2
11

C    

}{ nx сходится в 

пространстве ]1,0[2L  

Высказывание 

n

t

exn


  

6  

Y  компактно 

 

Y ограничено 
Параметрическое высказы-

вание 

<X,> – хаусдорфово топологи-

ческое пр-во, XY   

7  

0FABx  

 

           0FBAx  

 

Числа. 

X = C[0,1],  (Ax)(t) = 
t

dssx
0

)( ;  

(Bx)(t) = )0(3xt ;  

Fx = )0()1( xx  ; x 0(t) = 2t+1 . 

8  

]0,1[2 C
x  

 

]1,0[1L
x  

Числа 

ttx 2)(      

9   

T – компактное 

множество 

  

С(T) – банахово 

пространство 

Параметрическое высказы-

вание 

X – пространство непрерывных 

функций, определённых на 

множестве T 

 

10  

]1,1[)( A  

 Ряд Неймана для ре-

зольвенты  сходится 

для  1:   C  

Высказывание 

(Ax)(t)= ],[),( ttxeit . 

 

Ответы заполнить самостоятельно:  

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ответ           
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7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМ 

7.1. УТВ. М-13. Принцип сжимающих отображений 

В полном м.п. <X, dX> всякое сжимающее отображение A:XX имеет единственную непо-

движную точку (Ax=x), к которой сходятся последовательные приближения xn = Axn-1, 

n=0,1,2,... при любом х0  X. 

Доказательство теоремы. 

Доказательство проведем в 4 этапа. 

1. Сжимающее отображение непрерывно? (А сжимающее & xX, xnx) =( отображение 

непрерывно) AxnAx. 

Доказательство.  

xX, xnx (опр. сходящейся последовательности) d(xn,x)0 (n) =(А сжимающее 

о.) d(Axn,Ax)  d(xn,x) 0 =(неотрицательность метрики) 0  d(Axn,Ax)  d(xn,x) 0 

=(лемма о двух милиционерах) d(Axn,Ax) 0 (опр. сходящейся последовательности) 

AxnAx ! 

2. Единственность решения уравнения Ах = х (единственность неподвижной точки)? 

Доказательство.  

x1 = Ax1 & x2 = Ax2 =(А сжимающее о.) d(x1,x2) = d(Ax1,Ax2)   d(x1,x2)  

=(d  0 &  1) d(x1,x2) = 0 (невырожденность метрики) x1 = x2 ! 

3. Последовательность {xn = Axn-1} фундаментальна (n,m   d(xn,xm)0)? 

Доказательство.  

Пусть для определенности m > n. d(xn,xm) =(определение xn)= d(Axn-1,Axm-1)  

(А сжимающее о.)  d(xn-1,xm-1) =(определение xn)=  d(Axn-2,Axm-2) (А сжимающее о.) 

2 d(xn-2,xm-2)  …  n d(x0,xm-n) ( неравенство ) n [d(x0,x1) +d(x1, xm-n)] (неравенство 

) n [d(x0,x1) + d(x1,x2) + d(x2,x3) + … + d(xm-n-1, xm-n)] =(определение xn)= n [d(x0,x1) + 

d(Ax0,Ax1) + d(Ax1,Ax2) + … + d(Axm-n-2, Axm-n-1)] (А сжимающее о.) n [d(x0,x1) + d(x0,x1) 

+ d(x1,x2) + … + d(xm-n-2, xm-n-1)] =(определение xn)= n [d(x0,x1) + d(x0,x1) + d(Ax0,Ax1) 

+…+ d(Axm-n-3, Axm-n-2)] (А сжимающее о.) n [d(x0,x1) + d(x0,x1) + 2 d(x0,x1) + … + 2 

d(xm-n-3, xm-n-2)] (продолжаем таким же образом) n d(x0,x1) (1 +  + 2 +… + m-n-1) (ко-

нечная сумма меньше суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии) n(1 – 

)-1 d(x0,x1)  0 (n) =(свойства метрики & m > n) d(xn,xm)0 (n,m )! 
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4. Так как Х – полное м.п., xnx*.    Докажем, что х* – неподвижная точка о. А? 

Доказательство. 

 xnx* =(А непрерывное о.) AxnAx* =( определение xn = Axn-1) xn+1  Ax* 

=(единственность предела сходящейся последовательности) x* = Ax*. 

7.2. УТВ. Н-7.1. Критерии непрерывности линейного оператора 

Пусть  A:<X,  . Х>  <Y,  . Y>:  (1 A непрерывен)    (2 A непрерывен в т. )      (3 

А ограничен)(4 M  0AxY  МxX xX). 

Доказательство.  

1?  

 1? – Очевидно!  

 21?  Доказательство. xnx  =(непрерывность алгебраических операций в Х)  

xn – xX =(2) A(xn – x)  AX =(A – л.о.) Axn – Ax  Y =(непрерывность алгебраиче-

ских операций в Y) Axn  Ax (определение н.о.)  выполнение п.1           

2 

2? Предположим противное: [XD – ограниченное, но A(D) не ограничено 

=(определение ограниченного множества) A(D)  B,n nN =(определение ) A(D)(Y 

\ B,n) nN =(аксиома выбора) nN  yn A(D)(Y \ B,n) =(определение образа 

A(D)) nN  xn D  yn = Axn  A(D)(Y \ B,n) =(определение дополнения Y \ B,n) 

nN  xn D  Axn  n =(т.к. {xn}D – ограничено) zn = xn/n   при n, но Azn =(zn 

= xn/n)= A(xn/n) =(линейность о. А и полуоднородность нормы)= Axn / n (Axn  n) 1, 

т.е. Azn не сходится к Y – противоречит 2 =(не 3  не 2   эквивалентно   23) 3   ! 

34? Предположим противное: не 4, т.е. nN  xn   (?)  AxnY > nxn 

=(невырожденность и полуоднородность нормы и линейность о. А) )(
n

n

x

x
A  > n =(













n

n

x

x
 

– ограничена, но 












n

n

x

x
A  не ограничена) противоречит 3 =(не 4  не 3   эквивалентно   

34) 4   ! 

42? xn  X (определение сходящейся последовательности) xnX  0  

=(AxY  МxX) 0  AxnY  МxnX  0 =(два милиционера) AxnY  0 (определе-

ние сходящейся последовательности) Axn  Y (определение непрерывного в  о.) 2 . 
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7.3. УТВ. Н-7.2. Формулы для вычисления нормы 

линейного непрерывного оператора AN(X,Y) 

Норма линейного непрерывного оператора может быть вычислена по формулам: 

A = () sup{AxY:xX  1} = () sup{AxY:xX = 1} = 

= () sup{AxY /xX :x  }. 

Доказательство. 

 =  – очевидно (sup подмножества).  Пусть 0<x1. Аx =( полуоднородность 

нормы и линейность о. А)= x )(
x

x
A  (x  1 и определение sup) sup{AxY: xX = 1} = 

 =(sup – наименьшая мажоранта)  =(антисимметричность ) ! 

  = sup{AxY: xX = 1} =(делим на единицу)= sup{
x

Ax
: x = 1} (sup 

подмножества) sup{
x

Ax
: x} = , т.е. . Далее при x 

x

Ax
 =( полуоднородность нор-

мы и линейность о. А)= )(
x

x
A  (sup – мажоранта)  =(sup – наименьшая мажоранта) 

 =(антисимметричность )  ! 

A Для x  1 имеем Ax (нормативное неравенство) A x (x  1) A =(sup – 

наименьшая мажоранта) A. Далее фиксируем  > 0 =(определение нормы л.о.)  x  

  Ax > (A – )x =(делим на x > 0 и полуоднородность нормы и линейность о. А)  

)(




x

x
A  > A –  =(sup – мажоранта)  > A –  =(+0) A 

=(антисимметричность ) A   ! =(транзитивность отношения = ) A =    = . 

 

7.4. УТВ. Н-7.7. Теорема Банаха об обратном операторе 

 (N(X – б.п., Y – б.п.)  A – биективен)  (A-1  N(Y – б.п., X – б.п.), т.е. А – изоморфизм в 

N) 

Доказательство. 

Необходимость ? X  u – открыто. (A-1)-1u =(А – биекция  (A-1)-1 = А)= Au – открыто в Y 

в силу т. об открытом отображении УТВ. Н-7.6, т.е. при обратном отображении A-1:YX 

прообраз (A-1)-1u  открытого м. u открыт (одно из эквивалентных определений непрерыв-
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ного отображения)      A-1:YX непрерывно !   Достаточность: ? Вытекает из того, что 

N – подкатегория в S. 

7.5. УТВ. Н-9. Теорема о ряде Неймана 

(AN(X – б.п.) & A<1)(ряд Неймана 


0k

kA  = (I – A)-1N(X) & (I – A)-1  (1 – A)-1). 

Доказательство.  

а) Пусть X – б.п.=(УТВ N-7.3) N(X)  б.п. (критерий банаховости)  абсолютно сходя-

щийся ряд в N(X) сходится ! Рассмотрим ряд из норм 


0k

kA  (УТВ. N-8.2: An  An) 




0k

k
A  =(A<1)= 

A1

1
 =(мажорантный признак сходимости неотрицательных числовых 

рядов) ряд Неймана 


0k

kA абсолютно сходится =(а) ряд Неймана сходится в N(X) ! 

б) (I – A) 


0k

kA =(дистрибутивный закон для операторных рядов)= 





0

)(
k

kAAI

=(определение сходящегося ряда)= 





n

k

k

n
AAI

0

)(lim =(N(X) – банахова алгебра)= 









n

k

kk

n
AA

0

1 )(lim  =(взаимно уничтожаются слагаемые)= )(lim 1


 n

n
AI  =(линейность lim)= 

1lim 


 n

n
AI  =(A<1An+1 при n)= I.  

Аналогично, 


0k

kA (I – A) = I =(определение обратного морфизма) (I-A)-1 = 


0k

kA  (*) ! 

в)  (I-A)-1 =( * )= 


0k

kA  =(определение суммы сходящегося ряда)=  




n

k

k

n
A

0

lim  

=(непрерывность нормы)= 




n

k

k

n
A

0

lim  (неравенство треугольника) 




n

k

k

n
A

0

lim  (УТВ. N-

8.2) 




n

k

k

n
A

0

lim =(A<1)= 
A1

1
 . 
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7.6. УТВ. ГП-4. Теорема о проекции 

Если  Y – замкнутое л.п/п в г.п. Н  H = YY (рис. 7.1). 

 

Рис. 7.1 

 

Доказательство. Пусть хН; положим y1 = Px – ближайший к х вектор в Y,  и единствен-

ный в силу леммы Рисса. Обозначим y2 = x – y1, тогда x = y1 + y2. y2  Y? Пусть d =  x – y1 

=(y1 – ближайший к х вектор в Y) (yY, tRC)  

d2  x – (y1 + ty)2 =( y2 = x – y1)= y2 – ty2 =(определение нормы в г.п.)=  

(y2 – ty, y2 – ty) =(свойства с.п.)= (y2,y2) – (ty,y2) – (y2,ty) + t2(y,y) =( свойства с.п. и определе-

ние нормы в г.п.)=  

y2
2 – t[(y,y2) + ),( 2yy ] + t2y2 =(z+z = 2Rez)= d2 – 2tRe(y,y2) + t2y2 = (после сокращения 

d2) (yY, tRC)   – 2tRe(y,y2) + t2y2  0 (*) Из (*) получаем: 

1) t > 0  Re(y,y2)  
2

2
y

t
 =(t+0) Re(y,y2)  0 

2) t < 0  Re(y,y2)  
2

2
y

t
 =(t-0) Re(y,y2)  0, т.е. Re(y,y2) = 0 yY. 

Аналогично, заменяя t на it, получим Im(y,y2) = 0 yY. Итак, (y,y2) = 0 yY  

(определение Y) y2  Y =(х – произвольный вектор из Н) H = Y + Y =(УТВ. ГП-

2.5) H = Y  Y . 
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7.7. УТВ ГП-5. Теорема об отрезке ряда Фурье. 

Отрезок ряда Фурье sm = k=1,m xkk является проекцией вектора х на конечномерное линей-

ное подпространство Hm = Sp{k}k=1,m (см. рис. 7.2). 

 

 

 Рис. 7.2 

Доказательство. 

Докажем, что x = sm + (x – sm). x – sm  Hm. 

 Перпендикулярность Hm эквивалентна перпендикулярности n  n{1,2,…, m}= Nm, т.е. 

нужно проверить x – sm  n  n Nm ? (x – sm , n) =(подставляем sm и линейность с.п. по 

первому аргументу)= (x, n) – 


m

k

nkkx
1

),(   =({k} – ортонормированная последователь-

ность)= xn-xn(n, n)=0 nNm =(х – произвольный вектор из Н) H = Hm + Hm
 =(УТВ ГП-

2.5) H = Hm  Hm
 & Pmx = sm. 

 

Следствия УТВ ГП_5: 

1) Неравенство Бесселя: 





1

22 ||||||
k

k xx . 

2) Ряд Фурье всегда сходится, причем его сумма s =  k xkk  является проекцией вектора х на 

линейное подпространство  H = Sp{k}k=1, . 

3) Ортопроектор Pm:H Hm, Pmx = k=1,m (x,k) k, – линейный непрерывный самосопряжён-

ный  оператор, причем  Pm  = 1. 

Доказательство следствий. 

1) m sm
2 =  

 

m

k

m

k

kkkk xx
1 1

),(   =({k} – ортонормированная последовательность)= 


m

k

kx
1

2
 

( x 2 =  sm 2 +  x – sm 2)  x 2 m =(m) 


1

2

k

kx   x 2 .  
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Следствие 1 доказано. 

2) Пусть, для определенности m>n. sm – sn
2 =(подставляем sm – sn)= 

2

1




m

nk

kkx 

=(определение нормы в г.п.)=  
 

m

nk

m

nk

kkkk xx
1 1

),(  =({k} – ортонормированная последогва-

тельность)= 


m

nk

kx
1

2
0 (n,m), т.к. ряд 



1

2

k

kx сходится =(Н – б.п.) последовательность 

{sm} сходится, т.е. ряд Фурье сходится. 

 Сумма ряда Фурье s = 


1k

kkx  =(определение суммы сходящегося ряда)= m
m

s


lim  = 






m

k

kk
m

x
1

lim  (критерий замыкания) clSp{k}kN =(обозначим)= H  H. s – проекция x на 

H?  

x = s + (x – s), x – s  H?  

Перпендикулярность H эквивалентна перпендикулярности n n, т.е. нужно проверить x – s 

 n  n? (x – s , n) =(s = m
m

s


lim )= (x – lim sm, n) =(непрерывность алгебраических операций 

и с.п.)= ),(lim nm
m

sx 


=( x – sm  n при m>n)= 0. Следствие 2 доказано.  

3) Вытекает непосредственно из теоремы об отрезке и теоремы о проекции. 

 

7.8. УТВ. ГП-11. Теорема об общем виде линейного непрерывного  

функционала в гильбертовом пространстве Н 

Пусть F – функционал, FH   единственный вектор gH    Fx = (x,g) xH   &   FH* = 

gH . 

Доказательство. 

 1 Если N = kerF = H, то g = H и F = H* , Fx = (x, H) xH ! 

2 kerF = N  Н =(N – замкнутое л.п/п в H и теорема о проекции) H = N  N, N  . Пусть 

z N , z  . xH F(x)z – F(z)x (F – линейный функционал) N = kerF  

=(z  N) xH F(x)(z, z) – F(z)(x, z) = 0 =(z) xH Fx = ),(
),(

)(
zx

zz

zF
 =(скаляроное про-

изведение сопряженно линейно по второму аргументу)= )
)(

,(
2
z

z

zF
x = (x, g), где g = z

z

zF
2

)(
. 

Итак, существование  g ∊Н доказано .  
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Докажем единственность. Пусть (x, g) = (x, p) xH =(с.п. сопряженно линейно по второму 

аргументу) (x, g-p) = 0 xH =(при x = g – p) (g-p, g-p) =(определение нормы в г.п.)= g 

– p2 = 0 =(невырожденность нормы) g = p !   FH* = gH ? xH F(x) = (x, g) (неравен-

ство Коши-Буняковского) x g =(определение нормы л.н.ф. FH*) F  g. Подстав-

ляем в нормативное неравенство x = g: F(g)  F g =(F(g) = (g, g)) g2 = (g, g) = F(g)  

F g =(делим на g) g  F =(антисимметричность отношения )  FH* = gH. 

 

7.9. УТВ. ГП-11.1. Теорема Хана-Банаха в г.п. 

(H – г.п., W – замкнутое п/п в Н, G  W*)   F H*  FW = G & FH* = GW* . 

Доказательство. 

Пусть  W – замкнутое п/п в Н =(критерий банаховости – замкнутость н.п/п в б.п. Н) W – 

г.п. & G  W* =(теорема об общем виде л.н.ф. в г.п. W)  единственный вектор gW  G = 

(, g) =(обозначим)= F, т.е. F(x) = G(x) xW, т.е. FW = G. Далее F H* (т.к. скалярное про-

изведение линейно по первому аргументу, и для xH F(x) = (x, g) (неравенство Ко-

ши-Буняковского) x g =(критерий непрерывности л.о. в н.п.) F непрерывно), причем 

FH* =( теорема об общем виде л.н.ф. в г.п. H)= gH =(W – н.п/п в г.п. H)= gW =( теорема 

об общем виде л.н.ф. в г.п. W)= GW* . 
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